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ABSTRACT 

 

Antonios Sarris 

 

AN INTRODUCTION TO MULTIRIVATIVE ANALYSIS WITH 

DATA FROM EDUCATION 

January 2012 

The aim of this study is to focus on Multivariate Analysis texts and more 

specifically the Discriminant Analysis and Correspondence Analysis. For 

this purpose, it was considered advisable to begin with the development of 

Cluster Analysis as the later is necessary to understand the distinctions. 

Along with the theory, examples are studied as application of the theory. 

In application of the above, two examples are analyzed with real data. The 

data is drawn from the first Senior School of Aspropyrgos. This school, due 

to the recent repatriation of the former USSR Pontians and the increase of 

economic migrants consists of a number of students which could be 

categorized into Greek children, Repatriates and foreigners. 

The research is focused on answering two questions. The first question 

relates to the performance of pupils per class and subject. As regards the 

second question, the selection of pupils per class and study direction is 

investigated. After applying the Discriminant and Correspondence to the 

questions above respectively, an evaluation is expected as to whether the 

results can eventually be used for more general conclusions 
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Η παρούσα μελέτη έχει ως αντικείμενο την Πολυμεταβλητή Ανάλυση και 

ειδικότερα την Διαχωριστική Ανάλυση και την Correspondence Analysis. 

Θεωρήθηκε σκόπιμο να προηγηθεί μια ανάπτυξη της Cluster Analysis καθώς 

αυτή είναι απαραίτητη για την κατανόηση της Διαχωριστικής. Παράλληλα 

με την θεωρία παρατίθενται παραδείγματα στα οποία εφαρμόζεται η θεωρία. 

Σε εφαρμογή των παραπάνω αναλύονται δύο παραδείγματα με πραγματικά 

δεδομένα. Τα δεδομένα αντλούνται από το 1
ο
 Γενικό Λύκειο Ασπροπύργου. 

Το Λύκειο αυτό λόγω της πρόσφατης παλινόστησης των Ποντίων της πρώην 

ΕΣΣΔ αλλά και της αύξησης των οικονομικών μεταναστών αποτελείται από 

ένα πλήθος μαθητών που θα μπορούσε να κατηγοριοποιηθεί σε 

Ελληνόπαιδες, Παλινοστούντες και Αλλοδαπούς. 

Η προσπάθεια της έρευνας εστιάζεται στο να απαντηθούν δύο ερωτήματα. 

Το πρώτο ερώτημα αφορά στην επίδοση των μαθητών ανά κατηγορία και 

μάθημα. Στο δεύτερο ερώτημα διερευνάται η επιλογή των μαθητών ανά 

κατηγορία και κατεύθυνση σπουδών. Αφού εφαρμοσθεί η Διαχωριστική και 

η Correspondence στα παραπάνω ερωτήματα αντίστοιχα, αναμένεται και η 

αξιολόγηση του κατά πόσον τελικά μπορεί με αξιοπιστία να 

χρησιμοποιηθούν τα αποτελέσματα για γενικότερα συμπεράσματα. 
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“ππὸρ γὰπ τὸ τελεςταῖον ἐκβὰν ἕκαστον τῶν  

ππὶν ὑπαπξάντων κπίνεται” 

Γεκνζζέλεο 384-322 π.Υ Ὀιπλζηαθόο Α΄ 

 

 

 

ΔΙ΢ΑΓΩΓΗ 

Σν κεγάιν θχκα κεηαλάζηεπζεο-επαλαπαηξηζκνχ πνπ δέρζεθε ε Διιάδα ηα 

ηειεπηαία 20 πεξίπνπ ρξφληα δεκηνχξγεζε αλάγθεο γηα νηθνλνκηθέο, πνιηηηζηηθέο, 

θνηλσληθέο αιιά θαη εθπαηδεπηηθέο πξνζαξκνγέο ζηελ Διιεληθή θνηλσλία. 

Τπάξρνπλ ζρνιεία ζηα νπνία θνηηνχλ καζεηέο Διιεληθήο θαηαγσγήο αιιά θαη  

παιηλλνζηνχληεο Διιεληθήο θαηαγσγήο, θπξίσο απφ ρψξεο ηεο πξψελ ΢νβηεηηθήο 

Έλσζεο. 

Σα πεξηζζφηεξα Γεκφζηα Διιεληθά ζρνιεία φισλ ησλ βαζκίδσλ έρνπλ κεηθηφ 

πιεζπζκφ. 

΢ε έλα ηέηνην πιεζπζκφ ζα ήηαλ ελδηαθέξνλ λα εμεηάζνπκε ηηο δηαθνξέο φπσο: 

 ΢ηηο επηδφζεηο 

 ΢ηηο επηινγέο θαηεχζπλζεο ζπνπδψλ 

 ΢ηα απνηειέζκαηα ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ,  αιιά θαη ζε θνηλσληθέο 

δηαθνξέο φπσο:   

o Σν επάγγεικα ησλ γνληψλ 

o Σηο εκέξεο ησλ δηαθνπψλ ηνπο θιπ. 

Σα δεδνκέλα έρνπλ πξνέιζεη απφ ηα αξρεία ηνπ 1
νπ

 Γεληθνχ Λπθείνπ Αζπξνπχξγνπ, 

δεδνκέλνπ φηη ν Αζπξφππξγνο είλαη κηα πεξηνρή ηεο Αηηηθήο κε πνιχ κεγάιν αξηζκφ 

παιηλλνζηνχλησλ θαηνίθσλ. 

Οη ζηαηηζηηθέο κέζνδνη πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζα αθνξνχλ θπξίσο ζε ηερληθέο ηεο 

Πνιπκεηαβιεηήο ΢ηαηηζηηθήο Αλάιπζεο (Multivariate Techniques) θαη αλαιπηηθά 

είλαη: 

A.  Cluster Analysis γηα κεηθηνχ ηχπνπ δεδνκέλα  

B.  Discriminant  Analysis (Γηαρωξηζηηθή Αλάιπζε) 

C.  Correspondense Analysis  ή 
2X   decomposition. 

Ζ παξνχζα κειέηε πεξηέρεη 4 Κεθάιαηα. 

΢ην 1
ν
 Κεθάιαην πεξηέρεηαη ε αλαιπηηθή πεξηγξαθή ηεο Cluster Analysis γηα 

κεηθηνχ ηχπνπ δεδνκέλα θαζψο θαη ηα ζρεηηθά παξαδείγκαηα ψζηε λα γίλεη πην 



2 

 

θαηαλνεηή ε ζεσξία. Με ηελ  Cluster Analysis αλαπηχζζνληαη εξγαιεία θαη κέζνδνη 

κε ζθνπφ ηε δηεξεχλεζε χπαξμεο ή κε θπζηθψλ νκάδσλ ή ηάμεσλ αηφκσλ ζε έλα 

κεγάιν αξηζκφ αηφκσλ. 

Ζ Γηαρωξηζηηθή Αλάιπζε (Discriminant Analysis) πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ζην 2
ν
 

Κεθάιαην κε ηα ζρεηηθά παξαδείγκαηα. ΢θνπφο ηεο Γηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο είλαη ε 

ηαμηλφκεζε ή κε κηαο ή δηαθφξσλ παξαηεξήζεσλ ζε ήδε γλσζηέο νκάδεο (clusters) 

ηνπ πιεζπζκνχ. ΢ε αληίζεζε κε ηελ Cluster ζηελ νπνία δηεξεπλάηε ε.χπαξμε νκάδσλ 

εδψ νη νκάδεο είλαη εθ ησλ πξνηέξσλ γλσζηέο. Με ηελ Γηαρσξηζηηθή Αλάιπζε ζε 

άιιν Κεθάιαην ηεο έξεπλαο κειεηάηαη ε δπλαηφηεηα δηαρσξηζκνχ ησλ καζεηψλ ηνπ 

1
νπ

 ΓΔΛ Αζπξνπχξγνπ ηξείο θαηεγνξίεο ζε ζρέζε κε ηελ βαζκνινγία ηνπο. 

΢ην 3
ν
 Κεθάιαην πεξηέρεηαη ε αλαιπηηθή πεξηγξαθή θαζψο θαη ηα ζρεηηθά 

παξαδείγκαηα ηεο Correspondence Analysis. H Correspondence Analysis 

ρξεζηκνπνηείηαη φηαλ δηεξεπλάηαη ε ζρέζε κεηαμχ ησλ γξακκψλ θαη ησλ ζηειψλ ελφο 

πίλαθα ζπλάθεηαο. Πίλαθαο ζπλάθεηαο είλαη έλαο πίλαθαο ζπρλνηήησλ δχν εηζφδσλ 

φπνπ αλαθέξνληαη νη θνηλέο ζπρλφηεηεο δχν πνηνηηθψλ κεηαβιεηψλ. ΢ηελ 

ζπγθεθξηκέλε έξεπλα ε κέζνδνο απηή εθαξκφδεηαη γηα λα κειεηεζεί ε ζρέζε ησλ 

θαηεγνξηψλ ησλ καζεηψλ κε ηελ θαηεχζπλζε ζπνπδψλ ηνπο. 

΢ην 4
ν
 Κεθάιαην γίλεηαη εθαξκνγή ηεο Γηαρσξηζηηθήο θαη ηεο Correspondence 

Analysis ζε δεδνκέλα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ εθπαίδεπζε. ΢ε θάζε πεξίπησζε 

αλαθέξνληαη ηα ζρεηηθά ζπκπεξάζκαηα. 

Μαζεκαηηθνί νξηζκνί πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο κειέηεο παξαηίζεληαη 

ζε ζρεηηθφ παξάξηεκα. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

ΠΔΡΗΓΡΑΦΖ 

 1. Cluster Αλάιπζε γηα κεηθηνύ ηύπνπ δεδνκέλα.  

 ΢χκθσλα κε ηνπο Hardle and Simar (θεθ.11, 2003), θαηά ηελ εμέηαζε νκάδσλ 

δεδνκέλσλ ζε έλα πνιπκεηαβιεηφ ζχλνιν δεδνκέλσλ, δχν πεξηπηψζεηο κπνξνχλ λα 

πξνθχςνπλ:  

1. λα δνχκε αλ ππάξρνπλ θάπνηεο θπζηθέο νκάδεο ή ηάμεηο αηφκσλ (clusters), θαη 

2. λα νκαδνπνηήζνπκε ηα άηνκα ζχκθσλα κε έλα ζχλνιν απφ ηηο ππάξρνπζεο 

νκάδεο (clusters). 

Ζ Cluster αλάιπζε αλαπηχζζεη εξγαιεία θαη κεζφδνπο γηα ηελ πξψηε πεξίπησζε, 

δειαδή, δίλεηαη έλαο πίλαθαο δεδνκέλσλ πνπ πεξηέρεη πνιπκεηαβιεηέο κεηξήζεηο ζε 

έλα κεγάιν αξηζκφ αηφκσλ (ή αληηθείκελσλ) θαη ν ζηφρνο είλαη λα δεκηνπξγήζνπκε 

θάπνηεο θπζηθέο ππννκάδεο ή νκάδεο αηφκσλ. Απηφ γίλεηαη κε ηελ νκαδνπνίεζε ησλ 

αηφκσλ πνπ είλαη “παξφκνηα” ζχκθσλα κε νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά ή κεηαβιεηέο 

ζηε γιψζζα ηεο ΢ηαηηζηηθήο.  

Ζ Cluster αλάιπζε εθαξκφδεηαη ζε πνιινχο ηνκείο, φπσο νη θπζηθέο επηζηήκεο, νη 

ηαηξηθέο επηζηήκεο, ε νηθνλνκία, ην κάξθεηηλγθ, θιπ. ΢ην κάξθεηηλγθ, γηα 

παξάδεηγκα, είλαη ρξήζηκν λα νηθνδνκήζνπκε θαη λα πεξηγξάςνπκε ηα δηαθνξεηηθά 

ηκήκαηα ηεο αγνξάο απφ κηα έξεπλα ζρεηηθά κε ηνπο πηζαλνχο θαηαλαισηέο. Μηα 

αζθαιηζηηθή εηαηξεία, απφ ηελ άιιε πιεπξά, κπνξεί λα ελδηαθέξεηαη γηα ηε δηάθξηζε 

κεηαμχ ησλ θαηεγνξηψλ ησλ δπλεηηθψλ πειαηψλ, έηζη ψζηε λα κπνξεί λα αληιήζεη 

βέιηηζηεο ηηκέο γηα ηηο ππεξεζίεο ηεο. 

  

1.1 Σν Πξόβιεκα : 

Ηδαληθά ζε κηα θαιή νκαδνπνίεζε ζα πξνθχςνπλ  clusters πνπ λα είλαη φζν ην 

δπλαηφλ πην νκνηνγελή ζην εζσηεξηθφ ηνπο θαη φζν ην δπλαηφ κε κεγαιχηεξε 

αλνκνηνγέλεηα κεηαμχ ηνπο . 

Θα πεξηγξάςνπκε ηελ ηεξαξρηθή νκαδνπνίεζε (hierarchical clustering), κηα κεγάιε  

θαηεγνξία νκαδνπνίεζεο, ίζσο ε πην δεκνθηιήο, φπνπ ε ηεξαξρία ζηελ θαηάηαμε ησλ 

ζηνηρείσλ ζε νκάδεο παξακέλεη ακεηάβιεηε ζηελ πνξεία ηεο νκαδνπνίεζεο. 

Ζ ηεξαξρηθή Cluster αλάιπζε απνηειείηαη απφ εθηέιεζε δηαδνρηθψλ βεκάησλ θαη ηα 

δχν βαζηθά ζηάδηα πξηλ ηελ εθαξκνγή ηεο είλαη: 
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1. Δπηινγή ηνπ κέηξνπ εγγύηεηαο: 

Διέγρεη θάζε δεχγνο ησλ παξαηεξήζεσλ (αληηθείκελα) γηα ηελ «νκνηφηεηα» 

ησλ αμηψλ ηνπο. 

Έλα κέηξν νκνηφηεηαο νξίδεηαη σο ε κέηξεζε ηεο «εγγχηεηαο» ησλ 

αληηθεηκέλσλ. ΋ζν "πην θνληά" είλαη, ηφζν πην πηζαλφ λα θαηαηαγνχλ 

ζχκθσλα κε ηελ ηερληθή ζηελ ίδηα νκάδα. 

  

2. Δπηινγή ηνπ αιγνξίζκνπ γηα ηελ δεκηνπξγία ηνπ cluster:  

Δίλαη ην θξηηήξην πνπ ε θάζε κέζνδνο ρξεζηκνπνηεί γηα λα απνθαλζεί εάλ δχν 

νκάδεο είλαη θνληά θαη κπνξνχλ λα ελσζνχλ ζε κηα ή φρη.  

  

1.2 Η εγγύηεηα κεηαμύ ηωλ αληηθεηκέλωλ  

Σν ζεκείν εθθίλεζεο ηεο cluster αλάιπζεο είλαη έλαο πίλαθαο δεδνκέλσλ X (n × p) 

κε n κεηξήζεηο (παξαηεξήζεηο) θαη p κεηαβιεηέο. Ζ εγγχηεηα (νκνηφηεηα) αλάκεζα 

ζε παξαηεξήζεηο πεξηγξάθεηαη απφ έλα ηεηξάγσλν πίλαθα D , δηάζηαζεο φζν ην 

πιήζνο ησλ παξαηεξήζεσλ, πνπ δίλεη ηελ εγγχηεηα γηα θάζε δπλαηφ δεχγνο. 

΢ρεκαηηθά είλαη:  

11 12 1

22

1 2

n

n n nn

d d d

d

D

d d d

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

θαη ν ππνινγηζκφο ηνπ ζα θαλεί ρξήζηκνο σο έλα θξηηήξην ηνπ πνηεο παξαηεξήζεηο ζα 

κπνξνχζαλ λα ελσζνχλ. 

Ο πίλαθαο D  ηζνδχλακα κπνξεί λα πεξηέρεη θαη κέηξα  αλνκνηφηεηαο κεηαμχ ησλ 

αληηθεηκέλσλ n αληί γηα εγγχηεηα. Δάλ νη ηηκέο 
ijd  είλαη απνζηάζεηο, ηφηε είλαη κέηξν 

αλνκνηφηεηαο. ΋ζν κεγαιχηεξε είλαη ε απφζηαζε, ηφζν ιηγφηεξν φκνηεο είλαη νη 

παξαηεξήζεηο. 

 Δάλ νη ηηκέο 
ijd  είλαη κέηξν εγγχηεηαο, ηφηε ηζρχεη ην αληίζεην, δειαδή, φζν 

κεγαιχηεξε είλαη ε αμία ηεο εγγχηεηαο, ηφζν πην φκνηεο είλαη νη παξαηεξήζεηο. 
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Πξνθαλψο 0iid   i  εάλ D  είλαη πίλαθαο απφζηαζεο θαη 1iid   i  εάλ D  είλαη 

πίλαθαο νκνηφηεηαο θαη ρξεζηκνπνηνχκε [0,1] θιίκαθα. 

Έλαο πίλαθαο απνζηάζεσλ, γηα παξάδεηγκα, ζα κπνξνχζε λα νξηζηεί απφ ην 

2 :L norm
2

ij i jd x x   φπνπ 
ix θαη 

jx δειψλνπλ ηηο γξακκέο ηνπ πίλαθα 

δεδνκέλσλ Υ. 

Απφζηαζε θαη νκνηφηεηα είλαη θπζηθά αιιειέλδεηεο έλλνηεο.. 

Δάλ ην  
ijd  είλαη απφζηαζε ηφηε ην  maxij ij ij

j
d d d    είλαη έλα κέηξν εγγχηεηαο. 

Ζ θχζε ησλ παξαηεξήζεσλ παίδεη ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ επηινγή ηνπ κέηξνπ 

εγγχηεηαο.  

΢ηηο Nominal (νλνκαζηηθέο) θαηεγνξηθέο κεηαβιεηέο (φπσο δπαδηθέο ) ζπλήζσο 

ρξεζηκνπνηνχληαη  ηηκέο ηεο εγγχηεηαο, ελψ ζηηο κεηξηθέο θαηεγνξηθέο κεηαβιεηέο   

πίλαθεο απνζηάζεσλ κηαο θαη ζηελ πεξίπησζε απηή απφ πξαθηηθήο θαζαξά άπνςεο 

είλαη επθνιφηεξνο ν ππνινγηζκφο ηεο απφζηαζεο κε ηε γλσζηή έλλνηα πνπ 

γλσξίδνπκε απφ ηε Γεσκεηξία. 

Παξνπζηάδνπκε θαη 'αξρήλ ηηο δπλαηφηεηεο γηα ηνλ πίλαθα D  ζηελ πεξίπησζε ησλ 

δπαδηθψλ πεξηπηψζεσλ θαη ζηε ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε ηε ζπλερή πεξίπησζε. 

 

1.3. Οκνηόηεηα ηωλ αληηθεηκέλωλ κε δπαδηθή δνκή 

΢αλ κέηξν νκνηφηεηαο κεηαμχ παξαηεξήζεσλ ζπγθξίλνπκε πάληα δεχγε 

παξαηεξήζεσλ, ηεο κνξθήο ( , )i jx x  φπνπ 1( ,..., )T

i i ipx x x  θαη  

1( ,..., )T

j j jpx x x   κε     , 0,1ik jkx x  . 

Πξνθαλψο ζε κία ζχγθξηζε ππάξρνπλ ηέζζεξηο πεξηπηψζεηο: 

1

0, 1

1, 0

0

ik jk

ik jk

ik jk

ik jk

x x

x x

x x

x x

 

 

 

 
 

Σα πεξηζζφηεξα κέηξα νκνηφηεηαο ππνινγίδνληαη θαηακεηξψληαο γηα θάζε δεχγνο 

παξαηεξήζεσλ ηνλ αξηζκφ ησλ απνηειεζκάησλ απηψλ ησλ ζπγθξίζεσλ γηα θάζε κία 

απφ ηηο κεηαβιεηέο. 
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 ΢ηνλ Πίλαθα 1.1 εκθαλίδνληαη θάπνηα κέηξα νκνηφηεηαο ηα νπνία θάλνπλ ρξήζε ηεο 

ζχγθξηζεο κία πξνο κία ησλ ζπληζησζψλ 2 δηαλπζκάησλ. 

 

Γειαδή αλ 
1 2 3 4, , ,     νξίδνληαη σο: 

1

1

2

1

3

1

4

1

( 1)

( 0, 1)

( 1, 0)

( 0)

p

ik jk

k

p

ik jk

k

p

ik jk

k

p

ik jk

k

I x x

I x x

I x x

I x x

















  

  

  

  








 

φπνπ θάζε la  κε 1,2,3,4l   εμαξηάηαη απφ ην δεχγνο  ,i jx x , νξίδεηαη ν παξαθάησ 

Πίλαθαο  1.1 ν νπνίνο πεξηέρεη ηα αθφινπζα κέηξα νκνηφηεηαο. 

 

Πίνακασ 1.1 Μζτρα ομοιότθτασ. 

΢ηελ πξάμε ρξεζηκνπνηείηαη ην αθφινπζν κέηξν νκνηφηεηαο: 

1 4

1 4 2 3( )
ij

a a
d

a a a a



 




  
  φπνπ δ θαη ι είλαη ζπληειεζηέο ζηάζκηζεο. 

Σα κέηξα απηά παξέρνπλ ελαιιαθηηθνχο ηξφπνπο mismatchings ζηάζκηζεο θαη ζεηηθά 

(παξνπζία ελφο θνηλνχ ραξαθηήξα) ή αξλεηηθά (απνπζία ελφο θνηλνχ ραξαθηήξα) 

ηαηξηάζκαηα. Καη αξρήλ, ζα κπνξνχζακε λα εμεηάζνπκε θαη ηελ Δπθιείδεην 

απφζηαζε. Ωζηφζν, ην κεηνλέθηεκα απηήο ηεο απφζηαζεο είλαη φηη αληηκεησπίδεη ηηο 
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παξαηεξήζεηο 0 θαη 1 κε ηνλ ίδην ηξφπν. Αλ 1ikx   ζεκαίλεη γηα παξάδεηγκα ηε 

γλψζε κηαο ζπγθεθξηκέλεο γιψζζαο, ηφηε ην αληίζεην, 0ikx   (ρσξίο λα γλσξίδεη ηε 

γιψζζα), ζα αληηκεησπηδφηαλ κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν. 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 1.1. 

Ο παξαθάησ Πίλαθαο 1.2 δίλεη ηηο ηηκέο γηα 8 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,X X X X X X X X  

κεηαβιεηέο ( p =8) πνπ αθνξνχλ ζε 24 ηχπνπο απηνθηλήησλ ( n =24). Οη κεηαβιεηέο 

παίξλνπλ ηηκέο απφ 1 (πνιχ θαιφ) έσο 6 (πνιχ θαθφ):  

1 :X  Α Οηθνλνκία 

2 :X  B  ΢πληήξεζε 

3 :X  C  Γηαηήξεζε ηεο ρξεκαηηθήο αμίαο 

4 :X  D  Σηκή  (κε 1 ηα πνιχ θζελά απηνθίλεηα)  

5 :X  E  ΢ρεδίαζε   

6 :X  F  ΢πνξ ζπκπεξηθνξά 

7 :X  G  Αζθάιεηα 

8 :X  H  Δχθνινο ρεηξηζκφο 

 

 

Πίνακασ 1.2 Τιμζσ μεταβλθτών τφπων αυτοκινιτων. 

Αο εμεηάζνπκε δπαδηθέο κεηαβιεηέο πνπ ππνινγίδνληαη απφ ηα παξαπάλσ δεδνκέλα. 

Οξίδνπκε ηα λέα δπαδηθά δεδνκέλα απφ: 
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1 αλ

0 αιιηψο

ik k

ik

x x
y


 


     γηα 1,...,24i   θαη  1,...,8k  . 

 

Απηφ ζεκαίλεη φηη έρνπκε κεηαηξέςεη ηηο παξαηεξήζεηο ηεο κεηαβιεηήο k-ηάμεο ζε 1 

εάλ είλαη κεγαιχηεξε απφ ηελ κέζε ηηκή φισλ ησλ παξαηεξήζεσλ ηεο κεηαβιεηήο  

k-ηάμεο. Αο εμεηάζνπκε κφλν ηα δεδνκέλα ησλ παξαηεξήζεσλ 17 έσο 19 (Renault 

19, Rover θαη Toyota Corolla) πνπ νδεγνχλ ζε (3 Υ 3) πίλαθεο απφζηαζε. 

 Σν κέηξν Jaccard δίλεη ηνλ πίλαθα νκνηφηεηαο: 

1.000 0.000 0.333

1.000 0.250

1.000

D

 
 

  
 
 

 

 

Σν κέηξν Σanimoto δίλεη ηνλ πίλαθα νκνηφηεηαο: 

1.000 0.231 0.600

1.000 0.455

1.000

D

 
 

  
 
 

 

 

Σν Simple Matching (M) κέηξν  δίλεη ηνλ πίλαθα νκνηφηεηαο: 

1.000 0.375 0.750

1.000 0.625

1.000

D

 
 

  
 
   

 

Γίλεηαη ήδε θαλεξφ φηη ε επηινγή ηνπ κέηξνπ νκνηφηεηαο ή απφζηαζεο ζα επεξεάζεη 

ηα επφκελα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ κηαο θαη νη πξνηάζεηο ζα είλαη δηαθνξεηηθέο. 

 

1.4.Μέηξα απόζηαζεο γηα ζπλερείο κεηαβιεηέο 

Μηα επξεία πνηθηιία ησλ κέηξσλ απφζηαζε κπνξεί λα παξαρζεί απφ ηνπο  

L normsr  , 1r  , 
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1

1

.
p rr

ij i j ik jk
r

k

d x x x x


 
    

 
  

 

Δδψ ikx  δειψλεη ηελ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο k-ηάμεο ηεο παξαηήξεζεο i . Δίλαη ζαθέο 

φηη 0iid   γηα 1,...,i n  . Ζ 
1L norm , γηα παξάδεηγκα, δίλεη κηθξφηεξε βαξχηεηα 

ζηηο αθξαίεο ηηκέο απφ φηη ε 
2L norm  (Δπθιείδεηα λφξκα). ΢πλεζέζηεξα  

ρξεζηκνπνηνχκε ην ηεηξάγσλν ηεο 
2 .L norm  

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 1.2. 

Έζησ φηη έρνπκε 1 (0,0),x 
 2 (1,0)x   θαη 3 (5,5).x 

 

Ο πίλαθαο απνζηάζεσλ ηεο 
1L norm  είλαη : 

1

0 1 10

1 0 9

10 9 0

D

 
 

  
 
 

 

 

 

θαη ην ηεηξάγσλν  ηεο 
2L norm  ή Δπθιείδεηαο απφζηαζεο είλαη: 

2

0 1 50

1 0 41

50 41 0

D

 
 

  
 
 

 

Μπνξνχκε λα παξαηεξήζνπκε φηη ε ηξίηε παξαηήξεζε  3x  έρεη κεγαιχηεξε 

βαξχηεηα ζηελ δεχηεξε πεξίπησζε. 

Μηα βαζηθή παξαδνρή ζηελ εθαξκνγή απνζηάζεσλ κε βάζε  rL norms  είλαη φηη νη 

κεηαβιεηέο  κεηξνχληαη ζηελ ίδηα θιίκαθα. Δάλ απηφ δελ ζπκβαίλεη, πξέπεη πξψηα λα 

γίλεη ηππνπνίεζε σο πξνο ηε δηαζπνξά, δηαηξψληαο ηελ θάζε κεηαβιεηή κε ηελ 

ηππηθή ηεο απφθιηζε. 

 Απηφ αληηζηνηρεί κε κηα γεληθφηεξε  
2L norm  ή Δπθιείδεηα λφξκα κε έλα πίλαθα 

ηδηνηηκψλ   n p , φπνπ Α> 0: 

   2
T

ij i j i j i jA
d x x x x x x      . 
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Οη 2L norms δίλνληαη απφ ηνλ A = 
pI φπνπ 

pI  o p  δηάζηαζεο κνλαδηαίνο πίλαθαο, 

δειαδή ν ηεηξαγσληθφο  p p  πίλαθαο φπνπ ηα ζηνηρεία ηεο  θχξηαο δηαγσλίνπ ηνπ 

είλαη κνλάδεο θαη φια ηα ππφινηπα κεδέλ.  

Αιιά αλ είλαη επηζπκεηή ε ηππνπνίεζε θαηάιιεινο είλαη ν πίλαθαο 

1 1

1 1( ,..., )
p px x x xdiag s s    φπνπ 

1 1
,...,

p px x x xs s είλαη ηα ζηνηρεία ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ ηνπ 

πίλαθα ζπλδηαθχκαλζεο 

1 1 1

1

p

p p p

x x x x

x x x x

s s

S

s s

 
 

  
 
   

Καη  11 22, ,..., ppdiag a a a  ζπκβνιίδεη έλα ηεηξάγσλν  p p  πίλαθα κε κφλα κε-

κεδεληθά ζηνηρεία εθείλα ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ. 

Αλ ζπκεζνχκε φηη  
2

1

1
k k

n

x x ik k

i

s x x
n 

   είλαη ε δηαθχκαλζε ηεο θ-ηάμεο κεηαβιεηήο 

(αλ 20n   κπνξνχκε λα αληηθαηαζηήζνπκε ηνλ παξάγνληα 
1

n
 κε 

1

1n 
)  ηφηε: 

 
2

2

1
k k

p
ik jk

ij

k x x

x x
d

s


 . 

Δδψ θάζε κεηαβιεηή έρεη ηελ ίδηα ζηάζκηζε ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ απνζηάζεσλ θαη νη 

απνζηάζεηο δελ εμαξηψληαη απφ κηα ζπγθεθξηκέλε επηινγή ησλ κνλάδσλ κέηξεζεο. 

 

1.5. Αιγόξηζκνη Cluster 

Γχν κεγάιεο θαηεγνξίεο κεζφδσλ νκαδνπνίεζεο είλαη νη: 

1  ηεξαξρηθνί (hierarchical) αιγφξηζκνη, θαη  

2. αιγφξηζκνη δηαρσξηζκνχ (portioning).  

Ζ ηεξαξρηθνί αιγφξηζκνη κπνξνχλ λα ρσξηζηνχλ ζε ελσηηθέο (agglomerative) θαη 

δηάζπαζεο (divisive) πνπ είλαη ηζνδχλακνη αληίζηξνθνη, ηξφπνη εθηέιεζεο ηνπ 

αιγνξίζκνπ. Ο πξψηνο ηχπνο ηεξαξρηθήο νκαδνπνίεζεο μεθηλά απφ ηελ πην ιεπηή 

δηακέξηζε, δει. θάζε παξαηήξεζε ζα απνηειεί έλα cluster θαη ζηελ πνξεία ηνπ 

αιγνξίζκνπ ηηο νκαδνπνηεί. Ο δεχηεξνο ηχπνο μεθηλά απφ ην αληίζηξνθν ζελάξην, φηη 

φιεο νη παξαηεξήζεηο απνηεινχλ έλα cluster θαη πξνρσξά ζηε δηάζπαζή ηνπ ζε 

κηθξφηεξα. 
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1.5.1  Ιεξαξρηθoί  Αιγόξηζκνη,  Agglomerative Σερληθέο 

Οη Agglomerative αιγφξηζκνη ρξεζηκνπνηνχληαη αξθεηά ζπρλά ζηελ πξάμε. Ο 

agglomerative αιγφξηζκνο απνηειείηαη απφ ηα αθφινπζα βήκαηα:  

1. Καηαζθεχαζε ηνλ πίλαθα απνζηάζεσλ D.  

2. Βξεο ηα δχν clusters κε ηελ πιεζηέζηεξε απφζηαζε. 

3. Έλσζε ηα δχν απηά cluster ζε έλα cluster. 

 4. Τπνιφγηζε ηελ απφζηαζε κεηαμχ ησλ λέσλ νκάδσλ θαη παξαηήξεζε ηελ κεησκέλε 

απφζηαζε απφ ηνλ πίλαθα D. 

Θα ήηαλ ρξήζηκν εδψ λα δνζνχλ πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο γηα ην 2
ν
 βήκα. 

Έλωζε ΢ηνηρείωλ θαη Οκάδωλ (Clusters). ( Ηνπιία Παπαγεσξγίνπ, ζεκεηψζεηο 

ΜΠΔ Δθπαηδεπηηθψλ) 

Τπνζέηνπκε ηελ Agglomerative κέζνδν, φπνπ φια ηα ζηνηρεία είλαη κεκνλσκέλα θαη 

ζε θάζε ζηάδην ελψλνληαη ηα πην θνληηλά κέρξηο φηνπ απνηεινχλ κία νκάδα. 

΢ηα δηάθνξα ζηάδηα αθνινπζνχκε ηα εμήο: 

1. ΋ηαλ ε ζχγθξηζε είλαη ζηνηρείν κε ζηνηρείν, επηιέγνπκε λα ελψζνπκε εθείλν ην  

    δεπγάξη κε ηελ ειάρηζηε απφζηαζε.  

2. ΋ηαλ ε ζχγθξηζε είλαη κεηαμχ ζηνηρείνπ θαη κηαο ππάξρνπζαο νκάδαο ή  

    γεληθφηεξα κεηαμχ 2 νκάδσλ, πξέπεη λα νξηζηεί ε απφζηαζε κεηαμχ νκάδσλ 

    θαη λα ελσζνχλ νη νκάδεο κε ειάρηζηε θαη πάιη απφζηαζε. 

3. Γελ ππάξρεη κνλαδηθφο ηξφπνο νξηζκνχ απφζηαζεο κεηαμχ νκάδσλ αθφκα θαη γηα 

    δνζέλ κέηξν απφζηαζεο. Αληίζεηα, ππάξρνπλ πνιινί ηξφπνη (ηερληθέο) θαη ε θάζε 

    κηα απφ απηέο απνηειεί θαη κηα ηερληθή Clustering. 

΢πλνιηθά νη πην γλσζηνί απφ ηνπο θαλφλεο/ηερληθέο είλαη νη εμήο: 

Single Linkage or Nearest Neighbour    

Καλφλαο: ΢αλ απφζηαζε 2 νκάδσλ ζεσξείηαη ε ειάρηζηε απφζηαζε φισλ ησλ  

                αλά δχν κειψλ ησλ νκάδσλ (πιεζηέζηεξνο γείηνλαο) 

Complete Linkage or Furthest Neighbour 

Καλφλαο: ΢αλ απφζηαζε ζεσξείηαη ε κέγηζηε απφζηαζε φισλ ησλ αλά δχν κειψλ 

                ησλ νκάδσλ (καθξηλφηεξνο γείηνλαο). 
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Average Linkage  

Καλφλαο: ΢αλ απφζηαζε 2 νκάδσλ ζεσξείηαη ν κέζνο φξνο φισλ ησλ αλά δχν 

                απνζηάζεσλ ησλ κειψλ ησλ νκάδσλ. 

 

Centroid  

Καλφλαο: ΢αλ απφζηαζε 2 νκάδσλ ζεσξείηαη ε απφζηαζε ησλ ΄΄θέληξσλ΄΄ ηνπο. 

                Γηάθνξνη νξηζκνί γηα ην θέληξν θάπνησλ ζεκείσλ κπνξεί λα δνζεί. 

Ward  

Καλφλαο: Τπνινγίδεηαη ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγσληθψλ ζθαικάησλ (ESS) γηα θάζε 

                 νκάδα πνπ κπνξεί λα ζρεκαηηζζεί απφ έλσζε 2 άιισλ. Απηφ νξίδεηαη σο: 

                                     
2

iESS(C)=΢ x -mean(C) . 

΢ηε ζπλέρεηα γίλεηαη ε έλσζε θαηά ηελ νπνία ζα έρνπκε ην ειάρηζην (ESS). 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

ΠΔΡΗΓΡΑΦΖ 

2.Γηαρωξηζηηθή αλάιπζε (Discriminant Analysis) 

΢χκθσλα κε ηνπο Hardle and Simar (θεθ.12, 2003) ε δηαρσξηζηηθή αλάιπζε 

ρξεζηκνπνηείηαη ζε πεξηπηψζεηο φπνπ ηα clusters είλαη γλσζηά εθ ησλ πξνηέξσλ. Ο 

ζηφρνο ηεο δηαρσξηζηηθή αλάιπζεο είλαη λα ηαμηλνκήζεη κηα παξαηήξεζε, ή δηάθνξεο 

παξαηεξήζεηο, ζε απηέο ηηο γλσζηέο νκάδεο. 

Γηα παξάδεηγκα, ζην credit scoring, ε ηξάπεδα γλσξίδεη απφ ηελ εκπεηξία ηνπ 

παξειζφληνο φηη ππάξρνπλ θαινί πειάηεο (νη νπνίνη εμνθινχλ ην δάλεηφ ηνπο, ρσξίο 

θαλέλα πξφβιεκα) θαη θαθνί πειάηεο (νη νπνίνη έδεημαλ πξνβιήκαηα ζηελ 

απνπιεξσκή ησλ δαλείσλ ηνπο). ΋ηαλ έλαο λένο πειάηεο δεηά έλα δάλεην, ε ηξάπεδα 

πξέπεη λα απνθαζίζεη αλ πξέπεη ή φρη λα δψζεη ην δάλεην.  

Σα ζηνηρεία ηνπ παξειζφληνο ηεο Σξάπεδαο παξέρνπλ δχν ζχλνια δεδνκέλσλ 

πνιπκεηαβιεηψλ παξαηεξήζεσλ ix  ζηηο δχν θαηεγνξίεο πειαηψλ (φπσο γηα 

παξάδεηγκα ηελ ειηθία, ην κηζζφ, ηελ νηθνγελεηαθή θαηάζηαζε, ην πνζφ ηνπ δαλείνπ, 

θιπ.). Ο λένο πειάηεο είλαη κηα λέα παξαηήξεζε x  κε ηηο ίδηεο κεηαβιεηέο. Ο 

θαλφλαο απαγφξεπζεο ησλ δηαθξίζεσλ πξέπεη λα ηαμηλνκήζεη ηνλ πειάηε ζε κία απφ 

ηηο δχν ππάξρνπζεο νκάδεο θαη ε  δηαρσξηζηηθή αλάιπζε πξέπεη λα αμηνινγεί ηνλ 

θίλδπλν κηαο πηζαλήο «θαθήο απφθαζεο».  

΢ηηο πεξηζζφηεξεο εθαξκνγέο νη νκάδεο ζπλδένληαη  κε ηηο θπζηθέο νκαδνπνηήζεηο ή 

ζε νκάδεο πνπ είλαη γλσζηέο απφ ηελ ηζηνξία (φπσο ζην παξάδεηγκα ην credit 

scoring).  

Απηέο νη νκάδεο ζα κπνξνχζαλ λα έρνπλ ζρεκαηηζηεί απφ κηα αλάιπζε ησλ clusters ε 

νπνία εθηειείηαη ζε δεδνκέλα ηνπ παξειζφληνο.  

Ζ παξάγξαθνο 2.1 παξνπζηάδεη ηνπο θαλφλεο θαηάηαμεο, φηαλ είλαη γλσζηνί νη 

πιεζπζκνί, δειαδή, φηαλ γλσξίδνπκε ηελ θαηαλνκή ηνπ θάζε πιεζπζκνχ. ΋πσο 

πεξηγξάθεηαη ζηελ παξάγξαθν 2.2, ζηελ πξάμε, ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πιεζπζκνχ 

πξέπεη λα εθηηκψληαη απφ ηελ ηζηνξία. Οη κέζνδνη παξνπζηάδνληαη ζε δηάθνξα 

παξαδείγκαηα. 
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2.1 Καλόλεο θαηαλνκήο γηα γλωζηέο θαηαλνκέο  

Ζ Γηαρσξηζηηθή αλάιπζε είλαη έλα ζχλνιν κεζφδσλ θαη εξγαιείσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηε δηάθξηζε κεηαμχ ησλ νκάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ 
j  ψζηε λα 

θαζνξίζνπλ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ζα ηνπνζεηεζνχλ νη λέεο παξαηεξήζεηο ζε 

νκάδεο. 

Θα καο ελδηέθεξε επί παξαδείγκαηη ε δηάθξηζε κεηαμχ πιαζηψλ θαη γλεζίσλ 

ραξηνλνκηζκάησλ κε βάζε ηηο κεηξήζεηο απηψλ ησλ ραξηνλνκηζκάησλ. ΢ε απηή ηελ 

πεξίπησζε έρνπκε δχν νκάδεο (πιαζηά θαη γλήζηα ραξηνλνκίζκαηα) θαη ζα ζέιακε 

λα θαζηεξψζνπκε έλαλ αιγφξηζκν (θαλφλα) ψζηε λα κπνξνχκε  λα ηνπνζεηήζνπκε 

κηα λέα παξαηήξεζε (έλα λέν ραξηνλφκηζκα) ζε κία απφ ηηο νκάδεο. 

Έλα άιιν παξάδεηγκα είλαη ε αλίρλεπζε ηνπ "γξήγνξνπ" θαη "αξγνχ" θαηαλαισηή ζε 

έλα λέν πξντφλ. Υξεζηκνπνηψληαο ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ θαηαλαισηή, φπσο ε 

εθπαίδεπζε, ην εηζφδεκα, ην κέγεζνο ηεο νηθνγέλεηαο, ζέινπκε λα ηαμηλνκεζεί θάζε 

θαηαλαισηήο ζηηο δχν νκάδεο κφιηο εληνπηζηεί. 

΢ηελ πνίεζε θαη ζηηο ινγνηερληθέο κειέηεο νη ζπρλφηεηεο ησλ πξνθνξηθψλ ή γξαπηψλ 

ιέμεσλ θαη ηα κήθε ησλ πξνηάζεσλ δείρλνπλ θαιιηηέρλεο θαη ζπγγξαθείο κε 

δηαθνξεηηθά πξνθίι. Μπνξεί λα είλαη ελδηαθέξνλ λα απνδίδνληαη άγλσζηα 

ινγνηερληθά ή θαιιηηερληθά έξγα ζε νξηζκέλνπο ζπγγξαθείο κε έλα ζπγθεθξηκέλν 

πξνθίι. ΋πσο γηα παξάδεηγκα λα γίλεη αλαγλψξηζε γηα ζπγγξαθείο αξραίσλ 

επηγξαθψλ ή θεηκέλσλ.  

Αλζξσπνινγηθέο κεηξήζεηο ζε αξραία θξαλία βνεζνχλ ζηελ δηάθξηζε κεηαμχ 

αλδξηθψλ  θαη γπλαηθείσλ ζθειεηψλ. 

Καιή θαη θαθή βαζκνινγία ηνπ πηζησηηθνχ θηλδχλνπ απνηειεί πξφβιεκα ησλ 

δηαθξίζεσλ πνπ ζα κπνξνχζαλ λα αληηκεησπηζηνχλ κε παξαηεξήζεηο ζρεηηθά κε ην 

εηζφδεκα, ηελ ειηθία, ηνλ αξηζκφ ησλ πηζησηηθψλ θαξηψλ, ην κέγεζνο ηεο 

νηθνγέλεηαο θιπ.  

΢ε γεληθέο γξακκέο έρνπκε πιεζπζκνχο , 1,2,...,j j J   θαη πξέπεη λα 

ηνπνζεηήζνπκε κηα x  παξαηήξεζε ζε κία απφ απηέο ηηο νκάδεο. 

Έλαο θαλφλαο δηάθξηζεο (θαλφλαο δηαρσξηζκνχ) είλαη έλαο δηαρσξηζκφο ηνπ 

δεηγκαηηθνχ ρψξνπ (ζε γεληθέο γξακκέο p ) ζε ζχλνια j  ηέηνηα πνπ, αλ x  j , 

λα αλαγλσξίδεηαη σο κέινο ηνπ  j   πιεζπζκνχ. 
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Σν θχξην έξγν ηεο δηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο είλαη λα βξεζεί «καλή» πεξηνρή 
j
 έηζη 

ψζηε ην ζθάικα ηεο εζθαικέλεο ηαμηλφκεζεο λα είλαη κηθξφ. ΢ηα επφκελα 

πεξηγξάθνπκε απηνχο ηνπο θαλφλεο φηαλ είλαη γλσζηέο νη θαηαλνκέο ηνπ πιεζπζκνχ. 

 

2.2. Η γξακκηθή δηαρωξηζηηθή αλάιπζε (LDA) θαη ε γξακκηθή ζπλάξηεζε 

       δηαρωξηζκνύ   Fisher. 

Γηα ηελ γξακκηθή δηαρσξηζηηθή αλάιπζε θαη ηε γξακκηθή ζπλάξηεζε δηαρσξηζκνχ  

Fisher ππάξρνπλ εθηελείο αλαθνξέο ζηνπο  Fisher, 1936  McLachlan, 2004  Martinez 

& Kak, 2004 Abdi, 2007  Perriere, 2003 Venable & Ripley, 2002  Yu & Yang, 2001  

 Friedman, 1989 Ahdesmaki & Strimmer, 2010.  

΢χκθσλα κε ηνπο πξνεγνχκελνπο ε γξακκηθή δηαρσξηζηηθή αλάιπζε (LDA) θαη ε 

ζρεηηδφκελε κ’ απηήλ γξακκηθή ζπλάξηεζε δηαρσξηζκνχ ηνπ Fisher, είλαη κέζνδνη 

πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ ζηαηηζηηθή, ζηελ αλαγλψξηζε πξνηχπσλ θαη αιινχ. Ζ 

ρξεζηκφηεηά ηνπ έγθεηηαη ζηε δπλαηφηεηα εχξεζεο  ελφο γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ηα νπνία δηαρσξίδνπλ  κε ηνλ θαιχηεξν δπλαηφ ηξφπν δχν ή 

πεξηζζφηεξεο θιάζεηο αληηθεηκέλσλ ή γεγνλφησλ. 

Σν αξηζκεηηθφ απνηέιεζκα ηνπ ζπλδπαζκνχ γηα λέα παξαηήξεζε κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί σο έλαο γξακκηθφο ηαμηλνκεηήο.  

 

2.2.1 Η γξακκηθή δηαρωξηζηηθή αλάιπζε (LDA). 

Ζ γξακκηθή δηαρσξηζηηθή αλάιπζε (LDA) είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλε κε ηελ αλάιπζε 

δηαθχκαλζεο (ANOVA) θαη ηελ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο. Ζ αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο επηρεηξεί λα εθθξάζεη κηα εμαξηεκέλε κεηαβιεηή σο γξακκηθφ 

ζπλδπαζκφ άιισλ ραξαθηεξηζηηθψλ ή κεηξήζεσλ (αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο). 

Ωζηφζν  ζηηο κεζφδνπο ANOVA θαη αλάιπζε παιηλδξφκεζεο, ε εμαξηεκέλε 

κεηαβιεηή είλαη κία αξηζκεηηθή πνζφηεηα (πνζνηηθή κεηαβιεηή), ελψ ζηελ LDA 

είλαη θαηεγνξηθή κεηαβιεηή. Οη  κέζνδνη ANOVA θαη αλάιπζε παιηλδξφκεζεο είλαη 

πξνηηκφηεξεο ζε εθαξκνγέο πνπ δελ είλαη ινγηθφ λα ππνζέζνπκε φηη νη αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή, ε νπνία απνηειεί ζεκειηψδε παξαδνρή 

ηεο LDA. 

Ζ ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε είλαη πιεζηέζηεξε ζηελ LDA θαζψο θαη απηή εμεγεί 

θαηεγνξηθή κεηαβιεηή. 
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Ζ LDA είλαη επίζεο ζηελά ζπλδεδεκέλε κε ηε αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ 

(Principal Component Analysis ή PCA) θαη ηελ παξαγνληηθή αλάιπζε (factor 

analysis) θαζψο θαη νη δχν απηέο αλαδεηνχλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ  κεηαβιεηψλ 

πνπ εμεγεί θαιχηεξα είηε ηελ ζπλνιηθή κεηαβιεηφηεηα ησλ δεδνκέλσλ είηε ηηο 

ζπζρεηίζεηο ησλ κεηαβιεηψλ. 

H LDA επηρεηξεί λα κνληεινπνηήζεη ηε δηαθνξά αλάκεζα ζηηο θιάζεηο ησλ 

δεδνκέλσλ. 

Ζ PCA απφ ηελ άιιε δελ ιακβάλεη ππφςε ηελ ηπρφλ δηαθνξά ζηελ θιάζε, θαη ε 

παξαγνληηθή αλάιπζε δεκηνπξγεί ηνπο ζπλδπαζκνχο ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ 

βαζηδφκελε πεξηζζφηεξν ζηηο δηαθνξέο παξά ζηηο νκνηφηεηεο. 

Ζ δηαρσξηζηηθή αλάιπζε δηαθέξεη επίζεο απφ ηελ παξαγνληηθή αλάιπζε ζην φηη δελ 

είλαη κία ηερληθή αιιειεμάξηεζεο. ΢ηελ δηαρσξηζηηθή αλάιπζε πξέπεη λα 

δεκηνπξγεζεί κηα δηάθξηζε κεηαμχ αλεμάξηεησλ θαη εμαξηεκέλσλ κεηαβιεηψλ. 

Ζ LDA ιεηηνπξγεί φηαλ νη κεηξήζεηο πνπ έγηλαλ ζε αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο γηα θάζε 

παξαηήξεζε είλαη ζπλερείο πνζφηεηεο. ΋ηαλ αζρνινχκαζηε κε θαηεγνξηθέο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο, θαηάιιειε ηερληθή είλαη ε δηαρσξηζηηθή correspondence 

αλάιπζε. 

 

2.2.2 Η γξακκηθή δηαρωξηζηηθή αλάιπζε (LDA) γηα δύν θιάζεηο.  

Έζησ φηη ππάξρνπλ  δχν θιάζεηο y  (  0,1y ) θαη έλα ζεη παξαηεξήζεσλ .x  Αλ νη 

ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο    0 , / 1p y p y x / x  ηεο .x  αθνινπζνχλ 

θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζν θαη ζπλδηαθχκαλζε    0 1, , ,y y  0 1μ μ  έλα θαιφο 

δείθηεο δηαρσξηζκνχ είλαη ν ιφγνο ηνπ ινγαξίζκνπ ησλ πηζαλνθαλεηψλ λα είλαη 

κηθξφηεξνο απφ κία ζηαζεξά t  δειαδή: 

       1 1

0 0 1 1ln ln
T T

y y y y t 

              x x x x0 0 1 1μ μ μ μ .(Α). 

Αλ ππνζέζνπκε νκνζθεδαζηηθφηεηα  0 1y y        ηφηε ε (Α) νδεγείηαη ζην: 

c w x  φπνπ c  κία ειάρηζηε ζηαζεξά θαη  1 .  w 1 0μ μ  

Απηφ ζεκαίλεη φηη ην θξηηήξην λα αλήθεη κία θαηλνχξγηα παξαηήξεζε x  ζε κία 

θιάζε y  είλαη θαζαξά γξακκηθή ζρέζε ησλ γλσζηψλ παξαηεξήζεσλ x . 

Αλ δελ ππνζέζνπκε νκνζθεδαζηηθφηεηα ηφηε νδεγνχκαζηε ζε Quadratic 

Discriminant Analysis (QDA) πεξηγξαθή ηεο νπνίαο ππάξρεη ζηελ παξάγξαθν 2.2.4. 
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2.2.3 Η γξακκηθή ζπλάξηεζε δηαρωξηζκνύ   Fisher.  

Μηα άιιε πξνζέγγηζε  πνπ πεγάδεη απφ ηνλ R. A. Fisher. Δίλαη ε  ηδέα ηνπ ήηαλ λα 

ζηεξηρηεί ν δηαρσξηζηηθφο θαλφλαο ζε κηα πξνβνιή Ta x  ηέηνηα ψζηε λα  επηηεπρζεί 

έλαο θαιφο δηαρσξηζκφο. Απηή ε κέζνδνο πξνβνιήο LDA νλνκάδεηαη γξακκηθή 

ζπλάξηεζε δηαρσξηζκνχ ηνπ Fisher.  

Αλ  

y = xa  

δειψλεη έλα γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ παξαηεξήζεσλ, ηφηε ην ζπλνιηθφ άζξνηζκα 

ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ y ,  
2

1

n

i

i

y y


  

είλαη ίζν κε T T T TH H T    y y x x  

κε 11 1T

n nH I n   φπνπ 1 [1,...,1]T

n

n έ 

  θαη TT X HX . 

Ο πίλαθαο H έρεη δηάζηαζε n x n  θαη ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ είλαη 

1
, 1,..., .ii

n
h i n

n


   

Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε δείγκαηα 
j

x , 1,...,j J  πνπ πξνέξρνληαη απφ J  

πιεζπζκνχο. Ζ εηζήγεζε ηνπ Fisher ήηαλ λα βξεζεί ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο Ta x  

πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ αλαινγία κεηαμχ ησλ αζξνηζκάησλ ηεηξαγψλσλ κεηαμχ ησλ 

νκάδσλ πξνο ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ζην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ. 

To άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ ζην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ δίλεηαη απφ 

1 1

,
J J

T T T T

j j

j j

H H W   
 

  j j j j
y y x x  

φπνπ 
j

y  δειψλεη ηoλ j  ππν-πίλαθα  ηνπ y  πνπ αληηζηνηρεί ζηηο παξαηεξήζεηο ηεο 

νκάδαο j θαη j δειψλεη ηνλ ( jn x jn ) θεληξαξηζκέλν πίλαθα.  

Σν άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ ζην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ κεηξάεη ην άζξνηζκα ησλ 

δηαθπκάλζεσλ ζε θάζε νκάδα.  

Σν άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ κεηαμχ ησλ νκάδσλ δίλεηαη απφ: 

    2 2

1 1

J J
T T

j j j j

j j

n y y n x x Ba 
 

      
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φπνπ 
jy  θαη 

jx  ραξαθηεξίδεη ην κέζν ησλ 
jy  θαη 

jx  θαη y  θαη x  ηνπο δεηγκαηηθνχο 

κέζνπο ησλ y  θαη x  αληίζηνηρα. Σν άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ κεηαμχ ησλ νκάδσλ 

κεηξά ηελ δηαθχκαλζε ησλ κέζσλ κεηαμχ ησλ νκάδσλ. Σν ζπλνιηθφ άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγψλσλ  είλαη ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ζην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ  θαη ησλ 

ηεηξαγψλσλ κεηαμχ ησλ νκάδσλ, δειαδή, .T T TT W B        

Ζ ηδέα ηνπ Fisher ήηαλ λα επηιέμεη έλα  δηάλπζκα πξνβνιήο πνπ κεγηζηνπνηεί ην ιφγν 

T

T

B

W

 

 
. 

Ζ ιχζε βξίζθεηαη εθαξκφδνληαο ην παξαθάησ ζεψξεκα  (2.1)  ησλ Hardle-Simar, 

2003 ζει 68: 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 2.1.  

Αλ Α θαη B  είλαη ζπκκεηξηθνί κε 0B  , ηφηε ην κέγηζην ησλ Tx Ax  θάησ απφ ηνλ 

πεξηνξηζκφ 1Tx Bx   δίλεηαη απφ ηε κέγηζηε ηδηνηηκή ηνπ 1B A  πνπ αληηζηνηρεί ζηε 

κεγαιχηεξε (κηθξφηεξε) ηδηνηηκή  (Παξάξηεκα Α) ηνπ  1B A . Γεληθά: 

   
1 2

: 1 : 1

max ... min
T T

T T

p
x x Bx x x Bx

A A  
 

    x x x x  

φπνπ 1,..., p   δειψλνπλ ηηο ηδηνηηκέο ηνπ 1B A   (Hardle and Simar  θεθ.12, 2003). 

 Σν δηάλπζκα πνπ κεγηζηνπνηεί (ειαρηζηνπνηεί) ηνλ  T Ax x  θάησ απφ ηνλ πεξηνξηζκφ 

1T B x x  είλαη ην ηδηνδηάλπζκα ηνπ 1B A  πνπ αληηζηνηρεί ζηε κεγαιχηεξε 

(κηθξφηεξε) ηδηνηηκή ηνπ 1B A . 

Σψξα έλαο θαλφλαο δηάθξηζεο είλαη εχθνιν λα επηηεπρζεί: 

Σαμηλνκψληαο ηα x  ζε J  νκάδεο φπνπ Ta jx  είλαη ην θνληηλφηεξν ζην  Ta x  π.ρ 

jx  φπνπ  argmin .T

i
j a x x  

΋ηαλ 2J   νκάδεο, ν δηαρσξηζηηθφο θαλφλαο είλαη εχθνιν λα ππνινγηζηεί. Αο 

ππνζέζνπκε φηη ε νκάδα 1 έρεη 1n  ζηνηρεία θαη ε νκάδα 2 έρεη 2n  ζηνηρεία. 

 ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε  1 2
1 2φπνπ .Tn n

B dd d x x
n

 
   
   

 

Ο πίλαθαο 1W B έρεη κία κφλν ηδηνηηκή πνπ ηζνχηαη κε:  1 11 2 Tn n
tr W B d W d

n

  
  
 

 

θαη  αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα (Παξάξηεκα Α) πνπ ηζνχηαη κε: 1W d  . 
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Ο αληίζηνηρνο δηαρσξηζηηθφο θαλφλαο είλαη: 

 1 1 2

1
0

2

Tx x x x 
 

    
 

 

 2 1 2

1
0

2

Tx x x x 
 

    
 

. 

Ζ Fisher LDA είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλε κε ηελ επηδίσμε πξνβνιήο δεδνκέλνπ φηη ε 

ζηαηηζηηθή ηερληθή βαζίδεηαη ζε έλα ηξηζδηάζηαην δείθηε a
Σ
x. 

 

2.2.4 Η ηεηξαγωληθή δηαρωξηζηηθή αλάιπζε (Quadratic Discriminant Analysis)  

Ζ QDA (Sathyanarayana, Shashi 2010) είλαη ζηελά ζπζρεηηζκέλε κε ηελ LDA, 

έρνπκε ππνζέζεη φηη ππάξρνπλ κφλν δχν θιάζεηο y  (  0,1y ) θαη φηη νη ηηκέο ησλ 

παξαηεξήζεσλ ηεο x αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή. 

Αληίζεηα απφ ηελ LDA φκσο, ζηελ QDA δελ ππάξρεη ε ππφζεζε ησλ ίζσλ 

ζπλδηαθπκάλζεσλ ζε θάζε θιάζε.  

΋ηαλ ε ππφζεζε  0 1y y     ηζρχεη, ν θαιχηεξνο έιεγρνο γηα ηελ ππφζεζε φηη κία 

ηπραία κέηξεζε πξνέξρεηαη απφ κία απφ ηηο δεδνκέλεο θιάζεηο είλαη ν έιεγρνο ηνπ 

ιφγνπ ησλ πηζαλνθαλεηψλ (likelihood ratio test). 

Αλ 0 1,y y    νη γλσζηνί κέζνη γηα θάζε θιάζε θαη 0 1,y y    νη πίλαθεο 

ζπλδηαθπκάλζεσλ ηφηε ν ιφγνο ησλ πηζαλνθαλεηψλ δίλεηαη απφ: 

 

  Likelihood ratio =

   

   

1
1 1 1

1
0 0 0

1
1

2

1

1
1

2

0

2

2

T

y y y

T

y y y

x x

y

x x

y

e
t

e

 

 






  


  

      
 



      
 








 φπνπ t κηα ειάρηζηε ζηαζεξή 

ηηκή φπνπ κεηά απφ πξάμεηο κπνξεί λα δεηρζεί φηη φ ηξφπνο δηαρσξηζκνχ κεηαμχ ησλ 

θιάζεσλ είλαη ηεηξαγσληθφο. 

 

2.3. Καλόλαο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (ML). 

Υαξαθηεξίδεη ηελ ππθλφηεηα ηνπ θάζε πιεζπζκνχ j  απφ ηελ θαηαλνκή ηεο, 

έζησ ( )jf x . Ο θαλφλαο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (ML rule) δίλεηαη απφ ηελ 

ηνπνζέηεζε ηνπ  x  ζηνλ πιεζπζκφ j  ψζηε λα κεγηζηνπνηείηαη ε πηζαλνθάλεηα 

( ) ( ) max ( ).L x f x f x
j j ii

   
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Οξηζκόο Πηζαλνθάλεηαο.  

Με ηνλ φξν πηζαλνθάλεηα φπσο αλαθέξεηαη ζην βηβιίν ηνπ Spiegel,1975 ζει 

196,206,207 νξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε: 

1

( ) ( ; )
n

jL f x


 


  

φπνπ ( ; )j if x   ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ησλ 
jx  αλεμάξηεησλ n  παξαηεξήζεσλ 

(i.i.d) θαη   ε πξνο εθηίκεζε παξάκεηξνο. Ζ ζπλάξηεζε  ( )L   νλνκάδεηαη 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο. 

Δπίζεο κεξηθέο θνξέο ε θαηαλνκή 
jf  είλαη ίδηα γηα φιεο ηηο θιάζεηο, π.ρ θαλνληθή, 

θαη απηφ πνπ αιιάδεη είλαη νη παξάκεηξνη απφ θιάζε ζε θιάζε. Σφηε ζα ε ζπλάξηεζε 

ζα ήηαλ 
1

( ) ( ; ).
n

j j jL f x


 


   

 Ωο κία εθηίκεζε ηεο   κπνξεί λα ιεθζεί  ε ηηκή πνπ δίλεη ε κέγηζηε πηζαλνθάλεηα 

( )L   θαη ν εθηηκεηήο νλνκάδεηαη εθηηκεηήο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (MLE). Έλαο 

εθηηκεηήο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη πνιχ ζπρλά ζηελ πξάμε ιφγσ ησλ πνιχ θαιψλ 

ηδηνηήησλ ηνπ. Αληί λα κεδελίζνπκε ηελ παξάγσγν ηεο ( )L   κεδελίδνπκε ηελ 

παξάγσγν ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο  L  ,  log L   πνπ ζπκβνιίδεηαη θαη  l  . 

Γειαδή αλ 
11

log ( ) log ( ; ) log ( ; )
n n

j i j i

ii

L f x f x  


  ηφηε  

1 1

1 1

( , )( , )1 1
... 0

( , ) ( , )

n n

n n

f xf xl

f x f x



    


   

  
 

απφ φπνπ ππνινγίδεηαη ην   ζπλαξηήζεη ησλ jx . 

Ζ κέζνδνο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο κπνξεί λα γεληθεπζεί. Έηζη ζηελ πεξίπησζε πνπ 

έρνπκε λα πξνζδηνξίζνπκε πνιιέο παξακέηξνπο j  ζπγρξφλσο, παίξλνπκε ηηο 

κεξηθέο παξαγψγνπο σο πξνο ηηο παξακέηξνπο, ηηο κεδελίδνπκε θαη ιχλνπκε ην 

ζχζηεκα. Μηα εμήγεζε ηεο κεζφδνπ , σο εχξεζε κεγίζηνπ, είλαη φηη ε L  ζε κηα 

δηαθξηηή πεξίπησζε θαηαλνκήο jf  ηαπηίδεηαη σο ζπλάξηεζε ησλ x  κε ηελ 

πηζαλφηεηα λα έρνπκε παξαηεξήζεη ηα ζπγθεθξηκέλα δεδνκέλα. ΢πλεπψο, 

κεγηζηνπνηψληαο ηελ L  ή ηζνδχλακα ηελ l  σο πξνο  , βξίζθνπκε πνηα ηηκή ηνπ    
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(ή ησλ 
~

) ήηαλ ε πην πηζαλή, κε κέγηζηε πηζαλφηεηα, λα έδσζε ζαλ δεδνκέλα απηά 

πνπ παξαηεξήζακε.  

 

2.3.1. Παξαδείγκαηα εθηηκήζεωλ κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο.  

Παξάδεηγκα 1. 

Έζησ φηη n  κεηξήζεηο ζ΄ έλαλ θαλνληθφ πιεζπζκφ κε άγλσζηε κέζε ηηκή θαη γλσζηή 

ηππηθή απφθιηζε έδσζαλ ηηο ηηκέο 1,..., .nx x Εεηείηαη ε εθηίκεζε ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ 

πιεζπζκνχ κε ηε κέζνδν ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. ( )  . 

 

Δπεηδή       
 

2

22

2

1
,

2

kx

kf x e









  

έρνπκε     
   

2 2

2 2
1 12 22 2

1
2

1
, (2 )

2

n n
k k

k k

x x
n

k
n

L f x f x e e

 

 
  



 

 
  

     . 

Λνγαξηζκφληαο ηελ πξνεγνχκελε ζρέζε έρνπκε: 

 
22

2
1

1
ln ln(2 )

2 2

n

k

k

n
L x 

 

    .      (Α) 

Παίξλνληαο ηελ κεξηθή παξάγσγν σο πξνο   έρνπκε: 

2
1

1 1
( ).

n

k

k

L
x

L


  


 


  

Θέηνληαο 0
L







 έρνπκε 1

1 1

( ) 0 0 .

n

kn n
k

k k

k k

x

x x n x
n

   

 

       


   

Γηα λα είλαη max θαη φρη min πξέπεη λα εμεηαζζεί θαη ε 
2

2

L






 θαη λα είλαη αξλεηηθή 

ζην x   κε   γλσζηφ. 

Άξα ε κέζνδνο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο δίλεη σο εθηίκεζε ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ 

πιεζπζκνχ ζε θαλνληθή θαηαλνκή ηελ κέζε ηηκή ηνπ δείγκαηνο. 

 

Παξάδεηγκα 2. 

Αλ ζην Παξάδεηγκα 1 δεηάκε ηελ εθηίκεζε ηεο δηαζπνξάο ηνπ πιεζπζκνχ ( 2  ) 

ηφηε παίξλνληαο ηελ κεξηθή παξάγσγν ηεο ζρέζεο (Α) σο πξνο 2  έρνπκε: 
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2

2 2 2 2
1

1 1
( ) .

2 2( )

n

k

k

L n
x

L


   


   


  

Θέηνληαο
2

0
L







έρνπκε: 

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1

2

2 1

1 1
( ) 0 ( )

2 2( ) 2 2( )

( )

.

n n

k k

k k

n

k

k

n n
x x

x

n

 
   





 



       



 

 


 

Δάλ πεξηζζφηεξνη if  δίλνπλ ην ίδην κέγηζην ηφηε νπνηαδήπνηε απφ απηέο κπνξεί λα 

επηιεγεί. Απφ καζεκαηηθή άπνςε, ηα ζχλνια 
jR  πνπ έδσζε ν ML θαλφλαο 

δηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο νξίδνληαη σο: 

 : ( ) ( ) 1,2,..., ,j j iR x L x L x i J i j     

Με ηελ ηαμηλφκεζε ησλ παξαηεξήζεσλ ζε ζπγθεθξηκέλε νκάδα κπνξεί λα 

ππνπέζνπκε ζε ζθάικα εζθαικέλεο θαηάηαμεο. 

Γηα J = 2 νκάδεο ε πηζαλφηεηα λα ηεζεί ε x ζηελ νκάδα 2 αλ θαη είλαη απφ ηνλ 

πιεζπζκφ 1 κπνξεί λα ππνινγηζηεί σο 

2
21 2 1 1( / ) ( ) .

R
p P X R f x dx       

Οκνίσο, ε ππφ φξνπο πηζαλφηεηα ραξαθηεξηζκνχ ελφο αληηθεηκέλνπ πνπ αλήθεη ζηελ 

πξψηε πιεζπζκνχ Π1 αλ θαη πξφθεηηαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα γηα αληηθείκελν ηνπ Π2 

είλαη 

1
12 1 2 2( / ) ( )

R
p P X R f x dx      

Οη εζθαικέλα ηαμηλνκεκέλεο παξαηεξήζεηο δεκηνπξγνχλ έλα θφζηνο C (i / j) φηαλ 

κηα παξαηήξεζε j  έρεη αλαηεζεί ζε iR  ΢ην παξάδεηγκα ηνπ πηζησηηθνχ θηλδχλνπ, 

απηφ ζα κπνξνχζε λα είλαη ην θφζηνο κηαο «θαθήο» αμηνιφγεζεο ηεο πηζηνιεπηηθήο 

ηθαλφηεηαο. Ζ δηάξζξσζε ηνπ θφζηνπο κπνξεί λα θαηαρσξεζεί ζε έλαλ πίλαθα 

θφζηνπο (Πίλαθαο 2.1): 
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1 2

1

2

classified population

0 (2 /1)

True polulation

(1/ 2) 0

C

C

 





 

Πίνακασ 2.1 Κόςτοσ "κακισ" αξιολόγθςθσ πιςτολθπτικισ ικανότθτασ 

Έζησ 
j  ε prior πηζαλφηεηα ηνπ πιεζπζκνχ 

j  φπνπ ην "prior", είλαη ε εθ ησλ 

πξνηέξσλ πηζαλφηεηα φηη έλα άηνκν πνπ επηιέγεηαη ηπραία αλήθεη ζην
j  (δειαδή, 

πξηλ εμεηάζεη ηελ ηηκή ηνπ x ). Γηα ηηο prior πηζαλφηεηεο ζα πξέπεη λα εμεηάδεηαη εθ 

ησλ πξνηέξσλ αλ είλαη ζαθέο φηη κηα παξαηήξεζε είλαη πην πηζαλφ λα πξνέξρεηαη απφ 

έλα ζπγθεθξηκέλν 
j  πιεζπζκνχ: Έλα παξάδεηγκα είλαη ε ηαμηλφκεζε ησλ 

κνπζηθψλ έξγσλ. Αλ είλαη γλσζηφ φηη γηα κηα νξηζκέλε ρξνληθή πεξίνδν ε 

πιεηνςεθία ησλ κνπζηθψλ έξγσλ γξάθηεθαλ απφ έλα ζπγθεθξηκέλν ζπλζέηε, ηφηε 

ππάξρεη κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα φηη έλα κνπζηθφ έξγν λα είλαη ζχλζεζε απηνχ ηνπ 

ζπλζέηε. Ωο εθ ηνχηνπ, ζα πξέπεη λα ζεσξνχκε κεγαιχηεξε ηελ prior πηζαλφηεηα, 

φηαλ κηα κεισδία θαηαγξάθεηαη ζε ζπγθεθξηκέλε νκάδα. 

Σν αλακελφκελν θφζηνο ηεο εζθαικέλεο ηνπνζέηεζεο (ECM) δίλεηαη 

1 21 2 12(2 /1) (1/ 2)ECM C p C p    

Θα πξέπεη νη θαλφλεο θαηάηαμεο λα θξαηνχλ ην ECM κηθξφ ή λα ηελ ειαρηζηνπνηνχλ 

κέζσ  θαλφλσλ. Ο θαλφλαο δηαρσξηζκνχ πνπ ειαρηζηνπνηεί ην ECM  γηα δχν 

πιεζπζκνχο δίλεηαη ζην παξαθάησ ζεψξεκα. 

 

Θεώξεκα 2.2.  

Γηα δπν δνζέληεο πιεζπζκνχο ν  θαλφλαο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ ECM δίλεηαη απφ 

1 2
1

2 1

( ) (1/ 2)
:

( ) (2 /1)

f x C
R x

f x C





 
  
 

 

2 1
2

1 2

( ) (2 /1)
:

( ) (1/ 2)

f x C
R x

f x C





 
  
 

 

ή ηζνδχλακα κπνξνχκε λα γξάςνπκε: 

2 1
1

1 2

( ) (2 /1)
:

( ) (1/ 2)

f x C
R x

f x C





 
  
    

1 2
2

2 1

( ) (1/ 2)
: .

( ) (2 /1)

f x C
R x

f x C





 
  
 
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Ο θαλφλαο ML ηεο Γηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο είλαη  κηα εηδηθή πεξίπησζε ηνπ θαλφλα 

ECM γηα ηελ ηζoθαηαλνκή ηνπ θφζηνπο εζθαικέλεο ηνπνζέηεζεο θαη ηελ ηζφηεηα 

ησλ prior πηζαλνηήησλ. Γηα ηελ απιφηεηα ζηα επφκελα ζα ζεσξήζνπκε φηη 

C(1 / 2) = C (2 / 1) = 1, θαη ίζεο νη  prior πηζαλφηεηεο, 2 1.   

Σν ζεψξεκα 2.1 ζα απνδεηρζεί κέζσ ελφο παξαδείγκαηνο πάλσ ζην credit scoring. 

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 3 

Αο ππνζέζνπκε φηη Π1 αληηπξνζσπεχεη ηνλ πιεζπζκφ ησλ επηζθαιψλ πειαηψλ πνπ 

δεκηνπξγεί ην θφζηνο C (2 / 1) εάλ ηαμηλνκεζνχλ σο θαινί πειάηεο. Καη 'αλαινγία 

θαζνξίδεηαη C (1 / 2), ην θφζηνο ηεο απψιεηαο ελφο θαινχ πειάηε ραξαθηεξίδνληάο 

ηνλ σο επηζθαιή. Αλ κε γ ζπκβνιίζνπκε  ηα θέξδε ηεο ηξάπεδαο γηα ηελ νξζή 

θαηάηαμε ελφο θαινχ πειάηε, ηφηε ην ζπλνιηθφ θέξδνο ηεο ηξάπεδαο είλαη: 

2 1 2
2 1 1 2 2 2 2( ) (2 /1) ( ) (1/ 2) ( ) ( )

R R R
G R C f x dx C f x dx f x dx          (Α) 

Δπεηδή  
1 2

2 2( ) 1 ( )
R R

f x dx f x dx    (Β1)  θαη     
/

x

a
f x dx f x     (Β2)  

ε ζρέζε (Α) κέζσ ηεο (Β1)  γξάθεηαη:  

 
2 1 2

2 2 2

2 2 2

2 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 2 2 2

2 1 1

( ) (2 /1) ( ) (1/ 2) ( ) ( )

(2 /1) ( ) (1/ 2) 1 ( ) ( )

(2 /1) ( ) (1/ 2) (1/ 2) ( ) ( )

(1/ 2) (2 /1)

R R R

R R R

R R R

G R C f x dx C f x dx f x dx

C f x dx C f x dx f x dx

C f x dx C C f x dx f x dx

C C f

  

  

   

 

    

     

     

   

  

  

  

 

  

2 2 2

2 2

2

2 2 2 2

2 1 1 2 2

2 1 1 2 2

( ) (1/ 2) ( ) ( )

(1/ 2) (2 /1) ( ) (1/ 2) ( )

(1/ 2) (2 /1) ( ) (1/ 2) ( ) .

R R R

R R

R

x dx C f x dx f x dx

C C f x dx C f x dx

C C f x C f x dx

 

   

   

  

      

     

  

 



 

Γεδνκέλνπ φηη ν πξψηνο φξνο ηεο εμίζσζεο απηήο θαζψο θαη ν 2(1/ 2)C   είλαη 

ζηαζεξνί θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ (Β2) (νξηζκφο ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο ( )F x κηαο 

ζπλερνχο ζπλάξηεζεο ( )f x )  θαη παξαγσγίδνληαο έρνπκε: 

 

  

 
2

/ /

2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

( ( )) ( (1/ 2) (2 /1) ( ) (1/ 2) ( ) )

0 (2 /1) ( ) (1/ 2) ( )

R
G R C C f x C f x dx

C f x C f x

   

  

      

    


 

Σν κέγηζην ιακβάλεηαη αλ: 
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ην νπνίν αληηζηνηρεί ζην ζχλνιν 2R  ηνπ Θεσξήκαηνο 2.1 γηα έλα θέξδνο γ = 0. 

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 4 

Τπνζέηνπκε φηη x  {0,1} θαη 

1

2

1
: ( 0) ( 1)

2

1
: ( 0) 1 ( 1)

4

P X P x

P X P X

    

     

 

Ο δεηγκαηηθφο ρψξνο είλαη ην ζχλνιν{0,1}. Ο ML rule  είλαη λα ηνπνζεηεζεί ην x = 0 

ζην Π1 θαη ην x = 1 ζην Π2, νξίδνληαο ηα ζχλνια  

R1 = {0}, R2 = {1} θαη R1  R2 = {0,1}. 

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 5 

Έζησ δπν θαλνληθνί πιεζπζκνί  

 

 

2

1 1 1

2

2 2 2

: ,

: ,

N

N

 

 




 

είλαη: 

 
2

2

2
1

22 2

2

1 1
( ) (2 ) exp .

22

x

i
i

ii

x
L x e












    

    
   

 

1L  ε πηζαλνθάλεηα γηα  2

1 1
~

,    θαη 2L  ε πηζαλνθάλεηα γηα  2

2 2
~

,   . 

Ωο εθ ηνχηνπ ην x  θαηαλέκεηαη ζηνλ Π1 ( )x R  αλ 1 2( ) ( ).L x L x  Αο ζεκεησζεί φηη 

ε ζρέζε   1 2( ) ( )L x L x  είλαη ηζνδχλακε κε ηνλ επφκελν ηχπν( 2.2): 

2 2

2 1 2

1 1 2

1
exp 1

2

x x  

  

       
       
       

 

ή 

 

 

 

1 1 2 2

2 2 1 1

2 1

1 2

(2 /1) ( ) (1/ 2) ( ) 0

(1/ 2) ( ) (2 /1) ( )

( ) (2 /1)

( ) (1/ 2)

C f x C f x

C f x C f x

f x C

f x C

  

  



 

    

   

 

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2 2
2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1

1 1
2 2log .x x

    

      

     
          

     

 

Αλ ππνζέζνπκε φηη κ1 = 0, ζ1 = 1 θαη κ2 = 1, ζ2 = 1/2  ν ηχπνο 2.2 νδεγεί ζε: 

1

2 1

1 1
: (4 4 6log 2) (4 4 6log 2)

3 3

.

R x x ή x

R R

 
       
 

   

Ζ θαηάζηαζε απηή θαίλεηαη ζην Γξάθεκα 2.1 

 

Γράφθμα 2.1 Περίπτωςθ 2 κανονικών πλθκυςμών και ML μζκοδοσ εφρεςθσ διαχωριςτικισ  

                       ανάλυςθσ 

Με ηηο θάζεηεο επζείεο ζην εζσηεξηθφ ηνπ γξαθήκαηνο ζεκεηψλνληαη ηα ζεκεία  

 1

1
4 4 6log 2

3
x     θαη  2

1
4 4 6log 2 .

3
x     

Ζ θαηάζηαζε απινπνηείηαη ζε πεξίπησζε ίζσλ δηαθπκάλζεσλ ζ1 = ζ2 θαη κ1<κ2. 

1 1 1 2

2 2 1 2

1
: ( )

2

1
: ( ) .

2

x x R x x

x x R x x

  

  

 
     

 

 
     

 

 

Σν Θεψξεκα 2.3 δείρλεη φηη ν ML θαλφλαο δηαρσξηζκνχ γηα πνιπκεηαβιεηέο 

θαλνληθέο  παξαηεξήζεηο είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλεο κε ηελ απφζηαζε Mahalanobis. 

 

Οξηζκόο ηεο απόζηαζεο Mahalanobis.  

Ο νξηζκφο πνπ δφζεθε απφ ηνλ Mahalanobis ,1936  νξίδεη σο απφζηαζε Mahalanobis 

ζε πνιπκεηαβιεηέο 1 2( , ,..., )T

Nx x xx  απφ έλα ζχλνιν ηηκψλ, κε κέζν 

1 2( , ,..., )T

N    θαη πίλαθα ζπλδηαθχκαλζεο S  ηελ: 
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1( ) ( ) ( )T

MD x x S x      (Μ1) 

Ζ απφζηαζε Mahalanobis κπνξεί επίζεο λα νξηζζεί σο έλα κέηξν αλνκνηφηεηαο 

κεηαμχ δχν ηπραίσλ δηαλπζκάησλ x  θαη  y  κε ίδηα θαηαλνκή θαη πίλαθα 

ζπλδηαθχκαλζεο S : 

  1, ( ) ( )Td S   x y x y x y   (Μ2). 

Αλ ν πίλαθαο ζπλδηαθχκαλζεο είλαη ν κνλαδηαίνο ηφηε ε απφζηαζε Mahalanobis 

ηαπηίδεηαη κε ηελ Δπθιείδεηα απφζηαζε. 

΋πνπ σο  Δπθιείδεηα απφζηαζε ζε ρψξν N δχν δηαλπζκάησλ 
1 2( , ,..., )Nx x xx  θαη 

1 2( , ,..., )Ny y yy  νξίδνπκε ηελ: 

 
2

1

( , )
N

i i

i

d x y


   x y x y . 

Αλ ν πίλαθαο ζπλδηαθχκαλζεο είλαη δηαγψληνο ηφηε ε (Μ2) γίλεηαη 

 
 

2

2
1

,
N

i i

i ii

x y
d

s


 x y  

φπνπ  iis είλαη ε ηππηθή απφθιηζε ησλ ix  θαη iy , θαη νλνκάδεηαη θαλνληθνπνηεκέλε 

Δπθιείδεηα απφζηαζε.  

 Ο θαλφλαο δηαρσξηζκνχ βαζίδεηαη ζε γξακκηθνχο ζπλδπαζκνχο θαη αλήθεη ζηελ 

νηθνγέλεηα ησλ γξακκηθψλ κεζφδσλ ηεο δηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο (LDA). 

 

Θεώξεκα 2.3. Τπνζέηνπκε θαλνληθνχο πιεζπζκνχο κε ίζνπο πίλαθεο ΢, δει. 

( , )i p iN     

Σφηε: 

α) Ο θαλφλαο ML ηνπνζεηεί ην x  ζην j  φπνπ j  {1,…,j} είλαη ε ηηκή πνπ 

ειαρηζηνπνηεί ην ηεηξάγσλν ηεο Mahalanobis απφζηαζεο κεηαμχ ηεο παξαηήξεζεο x  

απφ ηε κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ (ιακβάλνληαο ππφςε θαη ηε δηαζπνξά απηνχ): 

2 1( , ) ( ) ( ), 1,...,T

i i ix x x i J         

 

β)΢ηελ πεξίπησζε φπνπ J = 2, 

1 ( ) 0Tx R x      
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φπνπ  1

1 2( )    
 
θαη 

1 2

1
( ).

2
   

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ηαπηίδεηαη κε ηνλ θαλφλα ηνπ Fisher. 

 

Απόδεημε. 

Σν κέξνο α ηνπ Θεσξήκαηνο πξνθχπηεη άκεζα απφ ηε ζχγθξηζε ησλ πηζαλνθαλεηψλ. 

Γηα J = 2 ην κέξνο α ιέεη φηη ην x  ηνπνζεηείηαη ζην Π1 αλ 

1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )T Tx x x x           . 

Με αλαδηάηαμε ησλ φξσλ έρνπκε 

1 1 1 1

1 2 1 1 2 22 2 0T T T Tx x                  

ην νπνίν ηζνδπλακεί κε: 

1 1

2 1 1 2 1 2

1

1 2 1 2

2( ) ( ) ( ) 0

1
( ) ( ) 0

2

( ) 0.

T T

T

T

x

x

x

     

   

 

 



       

 
      

 

 

 

 

2.4. Ο Καλόλαο δηαρωξηζκνύ Bayes.  

΢πκβνιίδνπκε σο j  ηελ εθ ησλ πξνηέξσλ γλψζε ηεο πηζαλφηεηαο ηαμηλφκεζεο ζηνλ 

j (prior)  κε     



j

j

j

1

1 .   

Ο δηαρσξηζηηθφο θαλφλαο Bayes γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ x  ζηνλ j  πνπ δίλεη ηε 

κεγαιχηεξε ηηκή γηα ( ),i if x
 

( ) max ( )j j i i
i

f x f x   

Ωο εθ ηνχηνπ ν θαλφλαο δηαρσξηζκνχ θαζνξίδεηαη απφ 

 : ( ) ( ), 1,...,j j j i iR x f x f x i j    . Πξνθαλψο ν θαλφλαο Bayes είλαη ηαπηφζεκνο  

κε ηνλ ML δηαρσξηζηηθφ θαλφλα γηα 
1

j
j

  . 

Μηα άιιε ηξνπνπνίεζε είλαη λα πξνζδηνξηζηεί ην x  ζηνλ j  κε κηα νξηζκέλε 

πηζαλφηεηα ( )j x , ηέηνηα ψζηε γηα φια ηα x  λα ηζρχεη 1)(
1




x
J

j

j . 

Απηφ νλνκάδεηαη έλαο ηπραηνπνηεκέλνο  θαλφλαο δηαρσξηζκνχ. Έλαο ηέηνηνο θαλφλαο 

είλαη κηα γελίθεπζε ησλ δηαρσξηζηηθψλ θαλφλσλ αθνχ 
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1 αλ ( ) max ( )
( )

0 αιιηψο

j j i i
i

j

f x f x
x

 



 


. 

Πνηνη δηαρσξηζηηθνί θαλφλεο είλαη θαινί; Υξεηαδφκαζηε έλα κέηξν ζχγθξηζεο. 

΢πκβνιίδνπκε κε: 

( ) ( )ij i jp x f x dx   

σο ηελ πηζαλφηεηα λα πξνζδηνξηζηεί ην x  ζην i  αλ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα αλήθεη 

ζηνλ 
j .  Έλαο  θαλφλαο δηαρσξηζκνχ κε 

ijp   είλαη  ηφζν θαιφο φζν θάζε άιινο 

θαλφλαο κε πηζαλφηεηα 
ijp  αλ  

γηα θάζε 1,..., .ii iip p i j       (2.1) 

Καινχκε ηνλ πξψην θαλφλα θαιχηεξν αλ ε απζηεξή αληζφηεηα (2.1) ηζρχεη γηα 

ηνπιάρηζηνλ έλα i . 

Έλαο θαλφλαο δηαρσξηζκνχ νλνκάδεηαη παξαδεθηφο, εάλ δελ ππάξρεη θαιχηεξνο. 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 2.4. ΋ινη νη θαλφλεο δηαρσξηζκνχ Bayes  (ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηνπ 

θαλφλα ML) είλαη παξαδεθηνί. 

 

2.4.1 Πηζαλόηεηα ιαλζαζκέλεο ηαμηλόκεζεο κε ίζνπο πίλαθεο ζπλδηαθύκαλζεο 

γηα ηνλ θαλόλα ML (J=2).  

Αο ππνζέζνπκε φηη ( , )i p iN    . Ίζνη πίλαθεο δηαζπνξάο γηα θάζε ππνπιεζπζκφ. 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ δχν νκάδσλ, δελ είλαη δχζθνιν λα αληιήζνπκε ηηο πηζαλφηεηεο 

εζθαικέλεο ηαμηλφκεζεο γηα ηνλ δηαρσξηζηηθφ θαλφλα ML.  

Αλ ζεσξήζνπκε  12 1 2/p P x R    σο ηελ πηζαλφηεηα ηαμηλφκεζεο ηνπ x  ζηνλ 1R  

δεδνκέλνπ φηη πξνέξρεηαη απφ ηνλ 2 . 

 Με ην κέξνο (β) ζην ζεψξεκα 2.3 έρνπκε 

 12 2( ) 0 /Tp P x     . 

Αλ 

2 2

2

1
, ( ) ( , )

2

TX R X N       

φπνπ 

2 1

1 2 1 2( ) ( )T         
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είλαη ην ηεηξάγσλν ηεο Mahalanobis απφζηαζεο κεηαμχ ησλ κέζσλ ηηκψλ δπν 

πιεζπζκψλ ηφηε πξνθχπηεη 

12

1
( ).

2
p     

Οκνίσο ε πηζαλφηεηα λα ηαμηλνκεζεί ζηνλ πιεζπζκφ 2R  αλ θαη πξνέξρεηαη απφ ηνλ 

πιεζπζκφ 1  ηζνχηαη κε 

21

1
( )

2
p    . 

 

2.4.2. Σαμηλόκεζε κε δηαθνξεηηθνύο πίλαθεο ζπλδηαθύκαλζεο 

Σν ειάρηζην ECM εμαξηάηαη απφ ην ιφγν ησλ ππθλνηήησλ 
)(

)(

2

1

xf

xf  

ή ηζνδχλακα απφ ηε δηαθνξά    1 2ln ( ) ln ( )f x f x . 

΋ηαλ ε ζπλδηαθχκαλζε θαη γηα ηηο δπν ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο δηαθέξεη, ν θαλφλαο 

πξνζδηνξηζκνχ γίλεηαη πην πεξίπινθνο 

   
 

 
1 1 1 1 2

1 1 2 1 1 2 2

1

1/ 21
: ln
2 2 /1

T T T
C

R x x x x k
C


 



   
     

              
      

 

   
 

 
1 1 1 1 2

2 1 2 1 1 2 2

1

1/ 21
: ln
2 2 /1

T T T
C

R x x x x k
C


 



   
     

              
      

 

φπνπ 
1 1 1

1 1 1 2 2 2

2

1 1
ln ( )

2 2

T Tk     
 

       
. 

Οη πεξηνρέο ηαμηλφκεζεο θαζνξίδνληαη απφ ηεηξαγσληθέο ζπλαξηήζεηο. Ωο εθ ηνχηνπ, 

αλήθνπλ ζηελ νηθνγέλεηα ησλ ηεηξαγσληθψλ κεζφδσλ δηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο 

(QDA). Απηφο ν ηεηξαγσληθφο θαλφλαο ηαμηλφκεζεο ζπκπίπηεη κε ηνπο θαλφλεο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη θαηά ηελ 1 2 ,    δεδνκέλνπ φηη ν φξνο  1 1

1 2

1
( )

2

Tx x    

εμαθαλίδεηαη. 

 

2.5 Οη  δηαρωξηζηηθνί  θαλόλεο ζηελ πξάμε. 

Ο θαλφλαο ML ρξεζηκνπνηείηαη εάλ ε θαηαλνκή ησλ ζηνηρείσλ είλαη γλσζηψλ 

παξακέηξσλ. Αο ππνζέζνπκε γηα παξάδεηγκα φηη ηα δεδνκέλα πνπ πξνέξρνληαη απφ 

ηελ πνιπκεηαβιεηή θαλνληθή θαηαλνκή ( , )p jN   . Αλ έρνπκε J νκάδεο κε jn  
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παξαηεξήζεηο ζε θάζε νκάδα,  ρξεζηκνπνηνχκε ην
jx  γηα ηελ εθηίκεζε ησλ 

j , θαη 

j  γηα ηελ εθηίκεζε ηεο ζπλδηαθχκαλζεο ΢.  

Ζ θνηλή ζπλδηαθχκαλζε κπνξεί λα εθηηκεζεί απφ 

1

J
j

u j

j

n
n J

 
   

 
   κε  

1

J

j

j

n n


 . 

Έηζη, ε εκπεηξηθή εθδνρή ηνπ ML θαλφλα ηνπ Θεσξήκαηνο 2.2 είλαη γηα λα 

ηαμηλνκήζεη κηα λέα παξαηήξεζε x  ζηνλ 
j  ηέηνηα ψζηε λα ειαρηζηνπνηεί ην 

   1T

i u ix x x x    γηα  1,...,i J . 

 

2.5.1 Δθηίκεζε πηζαλνηήηωλ εζθαικέλεο ηαμηλόκεζεο 

Οη πηζαλφηεηεο εζθαικέλεο ηαμηλφκεζεο δίλνληαη απφ  

( ) ( )ij i jp x f x dx   

θαη εθηηκψληαη αληηθαζηζηψληαο ηελ άγλσζηε παξάκεηξν απφ ηνλ αληίζηνηρν 

εθηηκεηή  ηεο. 

Γηα ηνλ θαλφλα ML γηα δπν θαλνληθνχο πιεζπζκνχο πξνθχπηεη 12 21

1 ˆˆ ˆ
2

p p 
 

    
 

 

φπνπ    2 1

1 2 1 2
ˆ T

ux x x x    
 
είλαη ν εθηηκεηήο ηνπ 2 .

  

Οη πηζαλφηεηεο ηεο εζθαικέλεο ηαμηλφκεζεο κπνξεί επίζεο λα εθηηκψληαη κε ηε 

κέζνδν ηεο εθ λένπ αληηθαηάζηαζεο. 

Αλαθαηαηάζζεηαη θάζε αξρηθή παξαηήξεζε ix , 1,...,i n  ζε 1,..., j   ζχκθσλα κε 

ην επηιεγκέλν θαλφλα. ΢ηε ζπλέρεηα, δειψλεηαη ν αξηζκφο ησλ αηφκσλ πνπ 

πξνέξρνληαη απφ ην j  ηα νπνία έρνπλ ηαμηλνκεζεί ζην i  απφ ijn έρνπκε ˆ ij

ij

j

n
p

n
  

έλαλ εθηηκεηή ηνπ ijp . 

Πξνθαλψο, ε κέζνδνο απηή νδεγεί ζε ππεξβνιηθά αηζηφδνμνπο εθηηκεηέο ηνπ ijp , 

αιιά παξέρεη κηα πξφρεηξε κέηξεζε ηεο πνηφηεηαο ηνπ δηαρσξηζηηθνχ θαλφλα. 

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 2.4  

Πξφβιεκα ηαμηλφκεζεο ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ηεο Διβεηηθήο ηξάπεδαο.  
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Υξεζηκνπνηήζεθαλ 100 γλήζηα θαη 100 πιαζηά Διβεηηθά ραξηνλνκίζκαηα ησλ 1000 

θξάγθσλ .  

Διήθζεζαλ κεηξήζεηο γηα 6 κεηαβιεηέο: 

1 :X  Μήθνο ραξηνλνκίζκαηνο 

2 :X  Όςνο απφ ηα αξηζηεξά 

3 :X  Όςνο απφ ηα δεμηά 

4 :X  Απφζηαζε εζσηεξηθνχ πιαηζίνπ ζην θάησ άθξν 

5 :X  Απφζηαζε εζσηεξηθνχ πιαηζίνπ ζην πάλσ άθξν 

6 :X  Μήθνο δηαγσλίνπ 

(δεδνκέλα απφ Flury και Riedwyl (1988))  

θαη πξνέθπςε ν αθφινπζνο πίλαθαο: 

1 2

1

2

true membership

genuine( ) countrtfeit( )

100 1

predicted

0 99

 





 

 

Πίνακασ 2.2 Ταξινόμθςθ ελβετικών χαρτονομιςμάτων. 

Σν πξνθαλέο πνζνζηφ ζθάικαηνο ( APER ) νξίδεηαη σο ην θιάζκα ησλ 

παξαηεξήζεσλ πνπ  έρνπλ ηαμηλνκεζεί εζθαικέλα.  

To APER , εθθξαζκέλν σο πνζνζηφ, είλαη: 

1
100% 0.5%.

200
APER

 
  
 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ APER  ρξεζηκνπνηνχκε ηηο παξαηεξήζεηο δχν θνξέο: ηελ 

πξψηε θνξά γηα λα θαηαζθεπάζνπκε ηνλ θαλφλα ηαμηλφκεζεο θαη ηε δεχηεξε θνξά 

γηα ηελ αμηνιφγεζε απηνχ ηνπ θαλφλα. Έλα APER  ηνπ 0.5% ζα κπνξνχζε ζπλεπψο 

λα είλαη ππεξβνιηθά αηζηφδνμν. Μηα πξνζέγγηζε πνπ δηνξζψλεη απηή ηελ απφθιηζε 

βαζίδεηαη ζηε δηαδηθαζία holdout ησλ Lachenbruch θαη Mickey (1968). Γηα δχν 

πιεζπζκνχο απηή ε δηαδηθαζία έρεη σο εμήο: 
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1. Ξεθηλάκε κε ην πξψην 1  πιεζπζκφ. Παξαιείπνπκε  κηα παξαηήξεζε θαη 

αλαπηχζζνπκε ηνλ θαλφλα θαηάηαμεο κε βάζε ηηο  ελαπνκείλαζεο παξαηεξήζεηο 

1 21, .n n   

2. Σαμηλνκνχκε ηε "holdout" παξαηήξεζε ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ θαλφλα ησλ 

δηαθξίζεσλ ζην Βήκα 1.  

3. Δπαλαιακβάλνπκε ηα βήκαηα 1 θαη 2 έσο φηνπ φιεο νη Π1 παξαηεξήζεηο είλαη 

ηαμηλνκεκέλεο. Μεηξήζηε ηνλ αξηζκφ ησλ 
21n  εζθαικέλα ηαμηλνκεκέλσλ 

παξαηεξήζεσλ. 

4. Δπαλαιάβεηε ηα βήκαηα 1 έσο 3 γηα ηνλ πιεζπζκφ 2 . Μεηξήζηε ηνλ αξηζκφ 

ησλ 
12n   εζθαικέλα ηαμηλνκεκέλσλ παξαηεξήζεσλ. 

Οη εθηηκήζεηο ησλ πηζαλνηήησλ εζθαικέλεο ηαμηλφκεζεο δίλνληαη απφ 

12
12

2

ˆ
n

p
n


   

21
21

1

ˆ
n

p
n


   

Έλαο πην ξεαιηζηηθφο εθηηκεηήο ελφο πξαγκαηηθνχ πνζνζηνχ ( AER )  ζθαικάησλ 

δίλεηαη απφ 

12 21

2 1

n n

n n

 


 

Οη εξεπλεηέο ζηε ζηαηηζηηθή (James W. Sayre, Neil J. Durans) θιίλνπλ ππέξ ηεο 

AER  (γηα ηελ ακεξνιεςία ηεο) παξά ζην APER . ΢ε κεγάια δείγκαηα, σζηφζν, ην 

ππνινγηζηηθφ θφζηνο ζα κπνξνχζε λα αληηζηαζκίζεη ην ζηαηηζηηθφ πιενλέθηεκα. 

Απηφ δελ είλαη έλα πξαγκαηηθφ πξφβιεκα δεδνκέλνπ φηη ηα δχν κέηξα ηαμηλφκεζεο 

είλαη αζπκπησηηθά ηζνδχλακα. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

ΠΔΡΗΓΡΑΦΖ 

3 Correspondence Analysis 

H Correspondence Αλάιπζε, (Hardle & Simar 2003, θεθ. 13)  παξέρεη εξγαιεία γηα ηελ 

αλάιπζε ησλ ζρέζεσλ κεηαμχ γξακκψλ θαη ζηειψλ ησλ πηλάθσλ ζπλάθεηαο. Πίλαθαο 

ζπλάθεηαο είλαη έλαο πίλαθαο ζπρλνηήησλ δχν εηζφδσλ φπνπ αλαθέξνληαη νη θνηλέο 

ζπρλφηεηεο ησλ δχν πνηνηηθψλ κεηαβιεηψλ. Γηα παξάδεηγκα, έλαο (2 × 2) πίλαθαο ζα 

κπνξνχζε λα δηακνξθσζεί κε ηελ παξαηήξεζε απφ έλα δείγκα n  αηφκσλ δχν πνηνηηθψλ 

κεηαβιεηψλ π.ρ:  

1 :X ηνπ  θχινπ ηνπ αηφκνπ, θαη  

2 :X εάλ ην άηνκν θαπλίδεη. 

 Ο πίλαθαο αλαθέξεη ηηο παξαηεξνχκελεο θνηλέο ζπρλφηεηεο. ΢ε γεληθέο γξακκέο  κπνξεί λα 

ζεσξεζνχλ  πίλαθεο ( n × p ). 

Ζ θχξηα ηδέα ηεο correspondence αλάιπζεο είλαη ε αλάπηπμε λέσλ κεηαβιεηψλ πνπ ζα 

δείρλνπλ ηηο ζρέζεηο κεηαμχ ησλ γξακκψλ θαη ησλ θαηεγνξηψλ αλά ζηήιε. Οη δείθηεο απηνί 

ζα καο πνπλ ηαπηφρξνλα ηηο θαηεγνξίεο ζηειψλ πνπ έρνπλ πεξηζζφηεξν βάξνο ζε κηα 

θαηεγνξία γξακκήο θαη αληίζηξνθα.  

Ζ correspondence αλάιπζε ζρεηίδεηαη επίζεο κε ην δήηεκα ηνπ πεξηνξηζκνχ ηεο δηάζηαζεο 

ηνπ πίλαθα, ζέκα παξφκνην κ΄απηφ ηεο αλάιπζε θπξηψλ ζπληζησζψλ  (PCA).  

Ζ ηδέα είλαη ε δεκηνπξγία ησλ λέσλ απηψλ κεηαβιεηψλ θαηά θζίλνπζα ζεηξά ζπνπδαηφηεηαο 

έηζη ψζηε ε θχξηα πιεξνθνξία ηνπ πίλαθα λα κπνξεί λα ζπλνςηζηεί ζε ρψξνπο κε κηθξφηεξεο 

δηαζηάζεηο. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ρξεζηκνπνηνχληαη κφλν δχν παξάγνληεο (δείθηεο), ηα 

απνηειέζκαηα κπνξεί λα δεηρζνχλ ζε γξαθήκαηα δχν δηαζηάζεσλ, πνπ δείρλνπλ ηε ζρέζε 

κεηαμχ ησλ ζεηξψλ θαη ησλ ζηειψλ ηνπ πίλαθα. Ζ παξάγξαθνο 3.1 νξίδεη ην βαζηθφ 

ζπκβνιηζκφ θαη ε παξάγξαθνο 3.2 δίλεη ηελ βαζηθή ζεσξία. 

Οη λέεο κεηαβιεηέο ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνχληαη  γηα λα πεξηγξάςνπλ ηελ  
2X  ζηαηηζηηθή 

κέηξεζε ησλ ελψζεσλ ζηνλ πίλαθα. 

Αξθεηά παξαδείγκαηα δείρλνπλ πψο λα παξέρνπλ θαη λα εξκελεχνπλ, ζηελ πξάμε, 

γξαθήκαηα δχν δηαζηάζεσλ εκθαλίδνληαο ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ ζεηξψλ θαη ησλ ζηειψλ ελφο 

πίλαθα ζπλάθεηαο. 
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3.1 Κίλεηξα 

Ο ζηφρνο ηεο correspondence αλάιπζεο είλαη ε αλάπηπμε λέσλ κεηαβιεηψλ πνπ δείρλνπλ ηηο 

ζρέζεηο κεηαμχ ησλ γξακκψλ θαη ησλ ζηειψλ ελφο πηλάθα ζπλάθεηαο. 

Οη πίλαθεο ζπλάθεηαο είλαη πνιχ ρξήζηκνη γηα λα πεξηγξάςνπλ ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ δχν 

κεηαβιεηψλ ζε πνιχ γεληθέο θαηαζηάζεηο. Οη δχν κεηαβιεηέο κπνξεί λα είλαη πνηνηηθέο 

(νλνκαζηηθέο), ζηελ νπνία πεξίπησζε αλαθέξνληαη σο θαηεγνξηθέο κεηαβιεηέο. 

Κάζε γξακκή θαη θάζε ζηήιε ηνπ πίλαθα αληηζηνηρεί ζε κηα θαηεγνξία ηεο αληίζηνηρεο 

κεηαβιεηήο.  

Ζ εγγξαθή 
ijx  ζηνλ πίλαθα X (κε δηάζηαζε ( n × p )) είλαη ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ ζε 

έλα δείγκα η νπνία εκπίπηεη ηαπηφρξνλα ζηελ i  γξακκή θαη σηελ j  ζηήιε,  

γηα 1,...,i n  θαη 1,...,j p . 

Μεξηθέο θνξέο κηα «θαηεγνξία», κε νλνκαζηηθή κεηαβιεηή νλνκάδεηαη επίζεο "ηππηθφηεηα" 

ηεο κεηαβιεηήο.  

Οη κεηαβιεηέο ησλ ηφθσλ κπνξεί επίζεο λα είλαη δηαθξηηέο πνζνηηθέο κεηαβιεηέο, φπσο ν 

αξηζκφο ησλ κειψλ ηεο νηθνγέλεηαο ή ηνπ αξηζκνχ ησλ αηπρεκάησλ κηαο αζθαιηζηηθήο 

εηαηξείαο πνπ πξέπεη λα θαιπθζνχλ θαηά ηε δηάξθεηα ελφο έηνπο, θ.ιπ. 

Δδψ, θάζε δπλαηή ηηκή πνπ  ε κεηαβιεηή κπνξεί λα πάξεη, θαζνξίδεη κηα θαηεγνξία ζε κηα 

ζεηξά ή ζηήιε. Μπνξνχλ λα ιεθζνχλ ππφςε είηε θαηεγνξηθέο είηε ζπλερείο πνπ έρνπλ 

θαηεγνξηνπνεζεί ηα απνηειέζκαηά ηνπο. 

Έηζη πίλαθεο ζπλάθεηαο κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζε πνιιέο θαηαζηάζεηο, πξάγκα πνπ 

ζεκαίλεη φηη ε correspondence αλάιπζε είλαη έλα πνιχ ρξήζηκν εξγαιείν ζε πνιιέο 

εθαξκνγέο. 

Ζ γξαθηθή αλαπαξάζηαζε γηα ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ ζεηξψλ θαη ησλ ζηειψλ ηνπ πίλαθα X  

πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ correspondence αλάιπζε βαζίδεηαη ζηελ ηδέα ηνπ λα πεξηέρνπλ νη 

λέεο κεηαβιεηέο φιεο ηηο θαηεγνξίεο γξακκψλ θαη ζηειψλ ζε κηα κηθξφηεξε δηάζηαζε θαη 

ζηελ εξκελεία ησλ ζρεηηθψλ ζέζεσλ ησλ ζεκείσλ απφ ηελ άπνςε ησλ ζπληειεζηψλ 

ζηάζκηζεο πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζηήιε θαη ηε ζεηξά. 

Απηφ επηηπγράλεηαη κε ην λέν ζχλνιν δεδνκέλσλ πνπ ζα πξνθχςεη ππνινγίδνληαο ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ηεο θάζε γξακκήο θαη θάζε ζηήιεο πάλσ ζηηο κεηαβιεηέο. Οη ζπληεηαγκέλεο 

απηέο ιέγνληαη θαη scores ησλ γξακκψλ θαη ζηειψλ θαη ε γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε δίλεη ηε 

ζρεηηθή ηνπο ζέζε ζε 2 ή 3 δηαζηάζεηο. 

΢ηε ζπλέρεηα είλαη ζαθέο λα δνχκε πνηεο θαηεγνξίεο ζηειψλ είλαη πην ζεκαληηθέο γηα ηηο 

θαηεγνξίεο ζεηξψλ ηνπ πίλαθα (θαη ην αληίζηξνθν).  

΋πσο είρε ήδε αλαθεξζεί ε θαηαζθεπή ησλ δεηθηψλ βαζίδεηαη ζε κηα ηδέα παξφκνηα κε απηή 

ηεο PCA. 
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Υξεζηκνπνηψληαο PCA ε ζπλνιηθή δηαθχκαλζε ρσξίζηεθε ζε αλεμάξηεηεο ζπλεηζθνξέο πνπ 

απνξξένπλ απφ ηηο θχξηεο ζπληζηψζεο. 

΢ηελ correspondence αλάιπζε, απφ ηελ άιιε πιεπξά, ε θαηαζθεπή ησλ λέσλ κεηαβιεηψλ 

γίλεηαη κε θξηηήξην ηελ εξκελεία (δηάζπαζε) ηεο 
2X  πνζφηεηαο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ελ 

ιφγσ πίλαθα ζπλάθεηαο.  

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 3.1 Αο ζεσξήζνπκε n   θαηεγνξίεο εηαηξεηψλ θαη ηηο  p  ηνπνζεζίεο 

απηψλ ησλ εηαηξεηψλ. Τπάξρεη έλαο ζπγθεθξηκέλνο ηχπνο εηαηξείαο πνπ πξνηηκά κηα 

ζπγθεθξηκέλε ηνπνζεζία; Ή ππάξρεη έλαο δείθηεο ζέζεο πνπ αληηζηνηρεί ζε έλα 

ζπγθεθξηκέλν είδνο ηεο εηαηξείαο εθεί; 

Αο ππνζέζνπκε φηη n  = 3, p  = 3, θαη φηη νη ζπρλφηεηεο πνπ έρνπλ είλαη σο εμήο: 

 

4 0 2 Finance

0 1 1 Energy

1 1 4 HiTech

Frankfurt

Berlin

Munich

X

 
 

  
  







 

Ο παξαπάλσ πίλαθαο ζεκαίλεη φηη π.ρ: ηέζζεξηο εηαηξείεο ηχπνπ 3 (Hi Tech) είλαη ζηε ζέζε 3 

(Μφλαρν), θαη νχησ θαζεμήο. Αο ππνζέζνπκε φηη ππάξρεη έλα δηάλπζκα βάξνπο (weight 

vector) γηα ηηο εηαηξείεο  1,...,
T

nr rr , έηζη ψζηε έλαο δείθηεο ζέζεο js  ζα κπνξνχζε λα 

νξηζηεί σο 

                                                                 
1

n
ij

j j

i j

x
s c r

x

                  (3.1.1) 

           φπνπ 

1

n

j ij

i

x x


  

είλαη ν αξηζκφο ησλ εηαηξεηψλ ζηελ πεξηνρή j  θαη c  είλαη κηα ζηαζεξά. 

Σν 1s , γηα παξάδεηγκα ζα δίλεη ηε κέζε ζηαζκηζκέλε ζπρλφηεηα (απφ r ) ησλ εηαηξεηψλ ζηε 

ηνπνζεζία  1 (Frankfurt). 

Λακβάλνληαο ππφςε έλα δηάλπζκα βάξνπο(weight vector) γηα ηηο ηνπνζεζίεο 

 1 ,...,
T

ps s *
s  

κπνξνχκε λα νξίζνπκε έλα δείθηε  γηα ηελ εηαηξεία κε ηνλ ίδην ηξφπν φπσο θαη πξηλ: 



38 

 

1

p
ij

i j

j i

x
c s

x

 



 *
r          (3.1.2) 

φπνπ  c
 είλαη κηα ζηαζεξά θαη 

1

p

i ij

j

x x


 είλαη ην άζξνηζκα ηεο  i -νζηήο ζεηξάο ηνπ X , 

δειαδή, ν αξηζκφο ησλ ηχπνπ i   εηαηξεηψλ. Έηζη 
2r


, γηα παξάδεηγκα, ζα δψζεη ηε κέζε 

ζηαζκηζκέλε ζπρλφηεηα (απφ s ) ησλ εηαηξεηψλ ελέξγεηαο. 

Αλ νη 3.1.1 θαη 3.1.2 κπνξνχλ λα ιπζνχλ ηαπηφρξνλα γηα έλα " row weight " δηάλπζκα 

 1,...,
T

nr rr  θαη έλα " column weight " δηάλπζκα  1,...,
T

ps ss , κπνξνχκε λα 

αληηπξνζσπεχζνπκε θάζε  ζεηξά απφ ην ,ir  1,...,i n  θαη θάζε ζηήιε απφ ην ,js  

1,...,j p  ζε έλα κνλνδηάζηαην γξάθεκα. 

Αλ ζε απηφ ην γξάθεκα ηα 
ir  θαη 

js  είλαη ζε θνληηλή απφζηαζε (καθξηά απφ ηελ 

πξνέιεπζε), απηφ ζα έδεηρλε φηη ε i -νζηή  γξακκή έρεη κηα ζεκαληηθή  ζπρλφηεηα 
ij

j

x

x
 ζηελ 

(3.1.1) θαη φηη ε  j -νζηή ζηήιε έρεη ζεκαληηθή  ζπρλφηεηα 
ij

i

x

x
  ζηελ (3.1.2).  

 

3.2  Απνζύλζεζε ηνπ 
2X (

2X -
   
Decomposition) 

Έλαο ελαιιαθηηθφο ηξφπνο κέηξεζεο ηεο ζχλδεζεο κεηαμχ ησλ γξακκψλ θαη ησλ   

ζηειψλ είλαη κηα απνζχλζεζε ηεο ηηκήο  ηνπ ζηαηηζηηθνχ απνηειέζκαηνο ηνπ 2X -

test. Σν  γλσζηφ 
 2X -test γηα ηελ αλεμαξηεζία ζε έλα δηζδηάζηαην πίλαθα ζπλάθεηαο 

απνηειείηαη απφ δχν βήκαηα. Πξψηνλ ε αλακελφκελε ηηκή ηνπ θάζε ζηνηρείνπ ηνπ 

πίλαθα ππνινγίδεηαη κε ηελ ππφζεζε ηεο αλεμαξηεζίαο. Γεχηεξνλ, νη αληίζηνηρεο 

ηηκέο πνπ παξαηεξνχληαη ζπγθξίλνληαη κε ηηο αλακελφκελεο ηηκέο ρξεζηκνπνηψληαο 

ην ζηαηηζηηθφ 

 
2

1 1

pn
ij ij

i j ij

x E
t

E 


 ,        (3.2.1) 

φπνπ ijx είλαη ε παξαηεξνχκελε ζπρλφηεηα ηνπ ζηνηρείνπ  ,i j θαη ijE  είλαη ε 

πξνβιεπφκελε αληίζηνηρε αλακελφκελε ηηκή κε βάζε ηελ παξαδνρή ηεο 

αλεμαξηεζίαο, δειαδή, 

.
i j

ij

x x
E

x
  
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Δδψ 
1

n

i

i

x x


 Τπφ ηελ ππφζεζε αλεμαξηεζίαο ην t  αθνινπζεί 2X  θαηαλνκή κε 

  1 1n p   βαζκνχο ειεπζεξίαο. 

΢ην παξάδεηγκα ηεο βηνκεραληθήο ηνπνζεζίαο πνπ έγηλε εηζαγσγή πάλσ απφ ηελ ηηκή 

ηνπ 6.26t   έρεη επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο ζρεδφλ 5% . Δίλαη επνκέλσο ρξήζηκε ε 

δηεξεχλεζε ησλ εηδηθψλ ιφγσλ γηα ηελ παξέθθιηζε απφ ηελ αλεμαξηεζία. 

Ζ κέζνδνο ηεο 2X  decomposition απνηειείηαη απφ ηελ εχξεζε ηνπ SVD (singular 

value decomposition) ηνπ πίλαθα  xC n p  κε ζηνηρεία 

 
1

2

ij ij

ij

ij

x E
c

E


                 (3.2.2). 

Σα ζηνηρεία 
ijc  κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο κέηξεζε ησλ (ζηαζκηζκέλσλ) 

παξεθθιίζεσλ κεηαμχ ησλ παξαηεξνχκελσλ 
ijx  θαη ησλ ζεσξεηηθψλ ηηκψλ 

ijE  ππφ 

ηελ πξνυπφζεζε ηεο αλεμαξηεζίαο. 

Γηα απινχζηεπζε θαζνξίδνληαη νη πίλαθεο  xA n n  θαη  xB p p  σο: 

( )iA diag x  θαη ( )jB diag x .(Παξάξηεκα Α). 

Οη πίλαθεο παξέρνπλ ηηο νξηαθέο ζπρλφηεηεο ηεο ζεηξάο  x1a n  θαη ηηο νξηαθέο 

ζπρλφηεηεο ηεο ζηήιεο  x1b p κε 1na A  θαη 1pb B . 

Δίλαη εχθνιν λα επαιεζεχζνπκε φηη 0C b   θαη 0TC a  . 

΋πνπ ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ δηαλχζκαηνο ιακβάλεηαη ζηνηρείν πξνο ζηνηρείν θαη 

    ( ) min 1 , 1R rank C n p    .(Παξάξηεκα Α). 

 

Θεώξεκα 3.1  

Έζησ ν πίλαθαο X . Οη πίλαθεο TX X θαη TXX  έρνπλ ηηο ίδηεο κε κεδεληθέο ηδηνηηκέο 

1,..., r   κε ( )r rank X .(Hardle & Simar, 2003 ζει 227) 

Σα ηδηνλχζκαηα ku θαη kv  ησλ TX X θαη  TXX αληίζηνηρα ( k r ) ζπλδένληαη κε: 

1 T

k k

k

u X v


  θαη 
1

k k

k

v Xu


 . 

Οη ζπληεηαγκέλεο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο κεηαβιεηέο (ζηήιεο) ηνπ X ζ΄έλα p -

δηαζηάζεσλ ρψξν κπνξνχλ λα ππνινγηζζνχλ απφ: 
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1T T

k k k k k

k

w X v X Xu u


   .                                       (3.2.3) 

Σα 
ku θαη 

kv παξέρνπλ ην SVD ηνπ X . Γειαδή αλ  1 2... rU u u u ,  1 2... rV v v v θαη 

1( ,..., )rdiag    ηφηε 
1

2 TX V U  έηζη ψζηε 
1

2

1

r

ij k ik jk

k

x v u


 .  

Σν SVD  (Singular Value Decomposition) ηνπ C  είλαη   

                               TC                                               (3.2.4)      

φπνπ Γ πεξηέρεη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ TCC , Γ  πεξηέρεη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ TC C  

θαη 
1 1

2 2
1 RΛ = diag(ι ,..., ι )  κε 1 2ι ι ... ιR    νη ηδηνηηκέο ηνπ TCC  φπνπ R  ε 

maximum δηάζηαζε. 

 

  
Ο  (3.2.2)  γίλεηαη 

1

2

1

R

ij k ik jk

l

c   


 .                                   (3.2.5) 

Σν (3 2.1) κπνξεί λα γξαθηεί 

2

1 1 1

( )
pR n

T

k ij

k i j

tr CC c t
  

    . 

 

Απηή ε ζρέζε δείρλεη φηη ε SVD ηνπ C  απνζπλζέηεη ηε ζπλνιηθή ηηκή 2X  θαη φρη, ηε 

ζπλνιηθή δηαθχκαλζε. 

Ζ δπαδηθφηεηα ησλ ζρέζεσλ κεηαμχ ηεο γξακκήο θαη ηνπ ρψξνπ ηεο ζηήιεο δίλεηαη 

ηψξα γηα 1,...,k R   απφ: 

1
,

1
.

T

k k

k

k k

k

C

C

 


 






 

Οη πξνβνιέο ησλ γξακκψλ θαη ησλ ζηειψλ ηνπ C δίλνληαη απφ 

,

.

k k

T

k k k

C

C

  

  




                   (3.2.6) 

΢εκεησηένλ φηη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηθαλνπνηνχλ ηηο 

0, 0.T T

k kb a    
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Απφ ηνλ (3.2.5) βιέπνπκε φηη ηα ηδηνδηαλχζκαηα 
k  θαη 

k   είλαη ηα αληηθείκελα πνπ 

παξνπζηάδνπλ ελδηαθέξνλ θαηά ηελ correspondence αλάιπζε κεηαμχ ησλ ζεηξψλ θαη 

ησλ ζηειψλ. Αο ππνζέζνπκε φηη ε πξψηε ηδηνηηκή ζην 3.2.5 θαηέρεη δεζπφδνπζα 

ζέζε, έηζη ψζηε  
1

2
1 1 1ij i jc    . 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, φηαλ νη ζπληεηαγκέλεο  
1i  θαη 

1j  είλαη θαη νη δπν κεγάιεο 

(κε ην ίδην πξφζεκν) ζε ζρέζε κε ηηο άιιεο ζπληεηαγκέλεο, ηφηε ην 
ijc  ζα είλαη 

κεγάιν, θαζψο, δείρλνληαο κηα ζεηηθή ζρέζε κεηαμχ ηεο ζεηξάο i  θαη ηεο j   ζηήιεο 

ζηνλ πίλαθα ζπλάθεηαο. Αλ 
1i  θαη 

1j   ήηαλ θαη νη δχν κεγάιεο κε αληίζεηα 

πξφζεκα, ηφηε ζα ππήξρε κηα αξλεηηθή ζπζρέηηζε κεηαμχ ηεο γξακκήο i  θαη ηεο 

ζηήιεο j . 

΢ε πνιιέο εθαξκνγέο, νη δχν πξψηεο ηδηνηηκέο, 1  θαη  2 , θπξηαξρνχλ θαη ην 

πνζνζηφ ηνπ ζπλνιηθνχ 2X  πνπ εμεγείηαη απφ ηα ηδηνδηαλχζκαηα 1  θαη 2  θαη 1  

θαη 2  είλαη κεγάιν. ΢ηελ πεξίπησζε (3.2.6) ηα ( 1 , 2 ) κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

γηα ηελ απφθηεζε κηαο γξαθηθήο απεηθφληζεο ησλ n  γξακκψλ  ηνπ πίλαθα (ηα 

( 1 , 2 ) δηαδξακαηίδνπλ παξφκνην ξφιν γηα ηηο p  ζηήιεο  ηνπ πίλαθα).  

Απηφ ηζρχεη, δει 1 ή 2 ηδηνηηκέο είλαη αξθεηέο, γηαηί ην R  είλαη κηθξφ 

(min 1i  , 1j  ). 

Ζ εξκελεία ηεο κηθξήο απφζηαζεο κεηαμχ ησλ γξακκψλ θαη ησλ ζεκείσλ ησλ 

ζηειψλ ζα πξέπεη λα εξκελεπζεί σο αλσηέξσ φζνλ αθνξά ην (3.2.5). 

΢ηελ correspondence αλάιπζε, ρξεζηκνπνηνχκε ηηο πξνβνιέο ησλ ζηαζκηζκέλσλ 

ζεηξψλ ηνπ C  θαη ηηο πξνβνιέο ησλ ζηαζκηζκέλσλ ζηειψλ ηνπ C   γηα γξαθηθέο 

απεηθνλίζεηο. Έζησ (kr n x1) είλαη νη πξνβνιέο ησλ 
1

2A C


  ζην k   θαη (ks p x1)  είλαη 

νη πξνβνιέο ηνπ 
1

2 TB C


 ζηηο k  κε 1,..., :k R  

1 1

2 2

1 1

2 2

,

.

k k k k

T

k k k k

r A C A

s B C B

  

  

 

 

 

 

                 (3.2.7) 

Απηά ηα δηαλχζκαηα έρνπλ ηελ ηδηφηεηα φηη 
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0,

0.

T

k

T

k

r a

s b




 

 

Οη πξνβνιέο πνπ ιακβάλνληαη ζε θάζε άμνλα 1,...,k R  κε επίθεληξν ζην κεδέλ κε 

ην θπζηθφ βάξνο δίλεηαη απφ ην a  (νη νξηαθέο ζπρλφηεηεο ησλ γξακκψλ ηνπ X ) γηα 

ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ γξακκψλ 
kr   θαη απφ ην b   (ε νξηαθή ζπρλφηεηα ησλ ζηειψλ 

X ) γηα γηα ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ  ζηειψλ  
ks . Ωο απνηέιεζκα, ε πξνέιεπζε είλαη ην 

θέληξν βάξνπο γηα φιεο ηηο παξαζηάζεηο. 

 Ξέξνπκε επίζεο φηη:  

,

.

T

k k k

T

k k k

r Ar

s Bs








 

Απφ ηε δπαδηθφηεηα ησλ ζρέζεσλ κεηαμχ k  θαη k    πξνθχπηεη: 

1 1

2 2

1 1

2 2

1
,

1
,

k k

k

k k

k

r A CB s

s B CA r













 

ην νπνίν κπνξεί λα απινπνηεζεί ζε: 

1

1

,

.

k k

k

T

k k

k

x
r A Xs

x
s B X r













 

Απηά ηα δηαλχζκαηα ηθαλνπνηνχλ ηηο ζρέζεηο (3.1.1) θαη (3.1.2) γηα θάζε 1,...,k R  

ηαπηφρξνλα. Tα δηαλχζκαηα kr   θαη  ks   αλαθέξνληαη σο παξάγνληεο (παξάγνληαο 

ζεηξάο θαη παξάγνληαο ζηήιεο, αληίζηνηρα). Έρνπλ ηα αθφινπζα κέζα θαη 

δηαθπκάλζεηο: 

1
0,

1
0,

T

k k

T

k k

r r a
x

s s b
x

 

 

 

θαη 
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2

1

2

1

1
( ) ,

1
( ) .

Tn
k k k

k i ki

i

Tp

k k k
k j kj

j

r Ar
Var r x r

x x x

s Bs
Var s x s

x x x









  

  





 

Ωο εθ ηνχηνπ ην, 

1

k

R

j

j







, πνπ είλαη ην κέξνο ηνπ k -ηνζηνχ  παξάγνληα ζηε 

απνζχλζεζε ηνπ ζηαηηζηηθνχ t   ηεο 2X , κπνξεί επίζεο λα εξκελεπζεί σο ην πνζνζηφ 

ηεο δηαθχκαλζεο πνπ εμεγείηαη απφ ην ζπληειεζηή k . 

 Οη αλαινγίεο  
2

, i ki
a k

k

x r
C i r


  γηα 1,..., , 1,...,i n k R   θαινχληαη ε απφιπηε 

ζπκβνιή ηεο ζεηξάο i  γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ παξάγνληα kr . Γείρλνπλ ηηο θαηεγνξίεο 

ζεηξψλ πνπ είλαη νη πην ζεκαληηθέο ζηε δηαζπνξά ηνπ k -ηνζηνπ  παξάγνληα ηεο 

ζεηξάο.  

Οκνίσο, νη αλαινγίεο  
2

,
j ki

a k

k

x s
C j s


  γηα 1,..., , 1,...,j p k R   θαινχληαη απφιπηε 

ζπκβνιή ηεο j  ζηήιεο γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ παξάγνληαο ks . Απηέο  νη απφιπηεο 

εηζθνξέο κπνξνχλ λα βνεζήζνπλ λα γίλεη αληηιεπηή ε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ 

ιακβάλεηαη κε ηελ correspondence αλάιπζε. 

 

3.3 Correspondence Analysis in Practice 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζηνπο άμνλεο 1,...,k R  ησλ ζεηξψλ n  θαη ησλ ζηειψλ p  

ηνπ X  παξέρνληαη απφ ηα ζηνηρεία ησλ kr  θαη ks . ΢πλήζσο, δχν δηαζηάζεσλ πίλαθεο 

είλαη ζπρλά ηθαλνπνηεηηθνί αλ ην ζπλνιηθφ πνζνζηφ ηεο δηαθχκαλζεο πνπ εμεγείηαη 

απφ ηνπο δχν πξψηνπο παξάγνληεο, 







R

1

21
2






 , είλαη αξθεηά κεγάιν. 

Ζ εξκελεία ησλ γξαθεκάησλ  ζπλνςίδεηαη  σο εμήο: 

-Ζ εγγχηεηα ησλ δχν ζεηξψλ (δχν ζηειψλ) δείρλεη παξφκνην πξνθίι ζε απηέο ηηο δχν 

γξακκέο (δχν ζηήιεο), φπνπ  “πξνθίι” αλαθέξεηαη ζηελ ππφ ζπλζήθε θαηαλνκή 

ζπρλνηήησλ κηαο γξακκήο (ζηήιεο) Οη δχν απηέο ζεηξέο (ζηήιεο) είλαη ζρεδφλ 
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αλάινγεο. Αληίζεηε εξκελεία ηζρχεη φηαλ νη δχν γξακκέο (δχν ζηήιεο) είλαη πνιχ 

καθξηά. 

-Ζ εγγχηεηα κηαο ζπγθεθξηκέλεο γξακκήο ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ζηήιε ππνδεηθλχεη 

φηη απηή ε γξακκή (ζηήιε) έρεη έλαλ ηδηαίηεξα ζεκαληηθφ βάξνο ζε απηή ηε ζηήιε 

(γξακκή). ΢ε αληίζεζε κε απηφ, κηα ζεηξά πνπ είλαη αξθεηά καθξηά απφ κηα 

ζπγθεθξηκέλε ζηήιε δείρλεη φηη ζρεδφλ δελ ππάξρνπλ παξαηεξήζεηο ζε απηή ηε 

ζηήιε γηα απηή ηε ζεηξά (θαη αληίζηξνθα).  

Φπζηθά, φπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ, ηα ζπκπεξάζκαηα απηά είλαη ηδηαίηεξα αιεζή 

φηαλ ηα ζεκεία βξίζθνληαη καθξηά απφ ην 0. 

-Σν ζεκείν αλαθνξάο είλαη ν κέζνο φξνο ησλ ζπληειεζηψλ kr   θαη ks  . Ωο εθ ηνχηνπ, 

έλα ζπγθεθξηκέλν ζεκείν (γξακκή ή ζηήιε) πνπ πξνβάιιεηαη θνληά ζην  ζεκείν 

αλαθνξάο δείρλεη έλα κέζν πξνθίι. 

-Ζ απφιπηε ζπκβνιή  ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ αμηνιφγεζε ηνπ βάξνπο ηεο θάζε 

γξακκήο (ζηήιεο) ζηηο δηαθπκάλζεηο ησλ παξαγφλησλ. 

-΋ιεο νη εξκελείεο πνπ πεξηγξάθνληαη αλσηέξσ πξέπεη λα  πξαγκαηνπνηνχληαη ελ 

φςεη ηεο πνηφηεηαο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ε νπνία αμηνινγείηαη, φπσο θαη ζηελ 

PCA, ρξεζηκνπνηψληαο ην ζσξεπηηθφ πνζνζηφ ηεο δηαθχκαλζεο. 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 3.1 Αο ζεκεησζεί φηη ε correspondence αλάιπζε κπνξεί επίζεο λα 

εθαξκνζηεί ζε πην γεληθνχο ( n x p ) πίλαθεο X  νη νπνίνη ζε κηα απζηεξή έλλνηα ηνπ 

φξνπ δελ είλαη πίλαθεο ζπλάθεηαο. 

΋ζν ε ζηαηηζηηθή (ή θπζηθή) έλλνηα κπνξεί λα δνζεί ζε αζξνίζκαηα γξακκψλ θαη 

ζηειψλ, ε παξαηήξεζε 3.1 ηζρχεη. 

Απηφ ζπλεπάγεηαη, κεηαμχ άιισλ, φηη φιεο νη κεηαβιεηέο κεηξψληαη ζηηο ίδηεο 

κνλάδεο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, απνηειεί ηε ζπλνιηθή ζπρλφηεηα ηνπ θαηλνκέλνπ 

πνπ παξαηεξήζεθε, θαη είλαη θνηλή κεηαμχ ησλ αηφκσλ ( n  γξακκέο) θαη κεηαμχ ησλ 

κεηαβιεηψλ ( p  ζηήιεο). Απεηθνλίζεηο ησλ γξακκψλ θαη ησλ ζηειψλ ηνπ X , kr   θαη 

,ks  έρνπλ ηε βαζηθή ηδηφηεηα (3.2.6) θαη  δείρλνπλ πνηεο κεηαβιεηέο έρνπλ ζεκαληηθφ 

βάξνο γηα θάζε άηνκν θαη ην αληίζηξνθν. Απηνχ ηνπ είδνπο ε αλάιπζε 

ρξεζηκνπνηείηαη σο ελαιιαθηηθή ιχζε ζηελ PCA. Ζ PCA αθνξά θπξίσο 

ζπλδηαζπνξέο θαη ζπζρεηίζεηο, ελψ ε correspondence αλάιπζε αλαιχεη έλα 

γεληθφηεξν είδνο ζπζρέηηζεο.  
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Παξάδεηγκα 3.1  

Μηα έξεπλα ζε Βέιγνπο πνιίηεο πνπ δηαβάδνπλ ηαθηηθά κηα εθεκεξίδα δηεμήρζε ζηε 

δεθαεηία ηνπ 1980. Δξσηήζεθαλ πνπ δνχζαλ. Οη πηζαλέο απαληήζεηο ήηαλ 10 

πεξηθέξεηεο: 7 επαξρίεο (Ακβέξζα, Γπηηθή Φιάλδξα, Αλαηνιηθή Φιάλδξα, Hainant, 

Ληέγε, Λίκπνπξγθ, Λνπμεκβνχξγν) θαη 3 πεξηνρέο γχξσ απφ ηηο Βξπμέιιεο 

(Φιακαλδηθή-Brabant, Βαιινληθή-Brabant θαη ηελ πφιε ησλ Βξπμειιψλ). Σνπο 

δεηήζεθε επίζεο ην είδνο ησλ εθεκεξίδσλ πνπ δηαβάδνπλ ζε ηαθηηθή βάζε. Τπήξραλ 

15 πηζαλέο απαληήζεηο πνπ ρσξίδνληαλ ζε 3 θαηεγνξίεο: Φιακαλδηθή εθεκεξίδεο 

(εηηθέηα αξρίδεη κε ην γξάκκα v), γαιιηθέο εθεκεξίδεο (εηηθέηα μεθηλά κε f) θαη ηηο 

δχν γιψζζεο καδί (εηηθέηα μεθηλά κε b ).  

Σν ζχλνιν ησλ ζηνηρείσλ δίδεηαη ζηνλ παξαθάησ  Πίλαθα 3.1. 

 

Πίνακασ 3.1 Δεδομζνα για τθν ανάγνωςθ εφθμερίδων. 

Οη ηδηνηηκέο ηεο παξαγνληηθήο correspondence αλάιπζεο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.2. 

Γηζδηάζηαηεο απεηθνλίζεηο ζα είλαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθέο, θαζψο νη δχν πξψηεο 

ηδηνηηκέο ππνινγίδνληαη ζην 81% ηεο inertia. Σν Γξάθεκα 3.1 δείρλεη ηηο πξνβνιέο 

ησλ γξακκψλ (νη 15 εθεκεξίδεο) θαη ησλ ζηειψλ (10 πεξηθέξεηεο). 



46 

 

 

Πίνακασ 3.2 Ιδιοτιμζσ και αποτελζςματα Correspondence Analysis των δεδομζνων. 

 

Γράφθμα 3.1 Γραφικι παράςταςθ των κατθγοριών των εφθμερίδων ςτισ δυο πρώτεσ διαςτάςεισ. 
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Πίνακασ 3.3 Απόλυτθ ςυνειςφορά των παραγόντων τθσ γραμμισ .kr  

΋πσο ήηαλ αλακελφκελν, ππάξρεη ηζρπξή ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ πεξηθεξεηψλ θαη ηνπ 

είδνπο ησλ εθεκεξίδσλ πνπ δηαβάδνληαη. Δηδηθφηεξα, ε bu  (Gazet Van Ακβέξζα) 

δηαβάδεηαη ζρεδφλ απνθιεηζηηθά ζηελ επαξρία ηεο Ακβέξζαο (απηφ είλαη έλα αθξαίν 

ζεκείν ζην γξάθεκα). Σα ζεκεία ζηα αξηζηεξά αλήθνπλ φια ζηελ Φιάλδξα, ελψ 

εθείλεο ζηα δεμηά  αλήθνπλ φια ζηελ Βαινλία. Αο ζεκεησζεί φηη ε Βαιινληθή-

Brabant θαη ε Φιακαλδηθή-Brabant δελ είλαη καθξηά απφ ηηο Βξπμέιιεο. Οη 

Βξπμέιιεο είλαη θνληά ζην θέληξν (κέζν φξν) θαη επίζεο θνληά ζηηο δίγισζζεο 

εθεκεξίδεο. Μεηαηνπίδνληαη ιίγν πξνο ηα δεμηά ηνπ ζεκείνπ αλαθνξάο  ιφγσ ηεο 

πιεηνςεθίαο ησλ Γαιιφθσλσλ ζηελ πεξηνρή. 

Ζ απφιπηεο ζπλεηζθνξέο ησλ 3 πξψησλ παξαγφλησλ ηεο ζεηξάο kr αλαθέξνληαη ζηνλ 

Πίλαθα 3.3. Σν Γξάθεκα 3.1 παξηζηάλεη γξαθηθά ηελ πξνβνιή ζε δχν δηαζηάζεηο ησλ 

γξακκψλ (15 εθεκεξίδεο) θαη ζηειψλ (10 πεξηνρέο). 

Γείρλνπλ, γηα παξάδεηγκα, ην ζεκαληηθφ ξφιν ηεο Ακβέξζαο θαη ηεο εθεκεξίδαο bu  

γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο δηαζπνξάο θαη ησλ δχν παξαγφλησλ. ΢αθψο, ν πξψηνο 

άμνλαο εθθξάδεη γισζζηθέο δηαθνξέο κεηαμχ ησλ 3 ηκεκάησλ ηνπ Βειγίνπ. Ο 

δεχηεξνο άμνλαο δείρλεη κηα κεγαιχηεξε δηαζπνξά κεηαμχ ηεο πεξηθέξεηαο ηεο 

Φιάλδξαο απφ ηηο γαιιφθσλεο πεξηθέξεηεο. ΢εκεηψζηε επίζεο φηη ν 3-νο άμνλαο 

παξνπζηάδεη ζεκαληηθφ ξφιν ηεο θαηεγνξίαο "fi" (άιιεο γαιιηθέο εθεκεξίδεο) κε ηελ 
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Wallon-Brabant «brw» θαη ην Hainant «hai», πνπ δείρλεη ηηο πην ζεκαληηθέο 

ζπλεηζθνξέο.  

Οη ζπληεηαγκέλεο ηεο «fi» γηα ηνλ άμνλα απηφ είλαη αξλεηηθέο (δελ θαίλεηαη εδψ), θαη 

ην ίδην ηζρχεη γηα ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ "brw"  θαη "hai". . Πξνθαλψο, απηέο ηηο δχν 

πεξηνρέο, επίζεο, θαίλεηαη λα δηαζέηνπλ κεγαιχηεξν πνζνζηφ απφ ηνπο αλαγλψζηεο 

ησλ πεξηζζφηεξσλ ηνπηθψλ εθεκεξίδσλ. 

 

3.4 Πξαθηηθνί ππνινγηζκνί-Οξηζκόο inertia 

΢ηελ πξάμε ε εθηέιεζε ησλ ηερληθψλ πνπ παξνπζηάζηεθαλ μεθηλά κε ηνλ ππνινγηζκφ 

ησλ ηδηνηηκψλ 
1 2 ... p     θαη ησλ αληίζηνηρσλ ηδηνδηαλπζκάησλ 

1,..., pu u  ηνπ 

TX X . Δπεηδή ζπλήζσο ην p  είλαη κηθξφηεξν απφ ην n , ε δηαδηθαζία απηή απαηηεί 

ιηγφηεξνπο αξηζκεηηθνχο ππνινγηζκνχο απφ ην λα ππνινγηζζνχλ πξψηα ηα ku  γηα 

1,...,k p .  

Ζ απεηθφληζε ησλ  n  παξαηεξήζεσλ ιακβάλεηαη ζε έλα δηάγξακκα  1 2,z z  φπνπ 

1 1z Xu  θαη 2 2z Xu . Αλ είλαη απαξαίηεην ρξεζηκνπνηείηαη θαη ηξίηε δηάζηαζε κε 

3 3z Xu . 

Υξεζηκνπνηψληαο ηε δπαδηθή ζρέζε  

1T T

k k k k k

k

w X v X Xu u


                       (3.4.1) 

κπνξνχλ εχθνια λα ιεθζνχλ νη απεηθνλίζεηο ησλ p κεηαβιεηψλ. Απηέο νη 

απεηθνλίζεηο κπνξνχλ λα νπηηθνπνηεζνχλ  ζε έλα scatter plot ( 1 2,w w ) κε 1 1 1w u  

θαη 2 2 2w u  (πηζαλφλ θαη ζε ηξίηε δηάζηαζε κε 3 3 3w u ). 

Μπνξεί βεβαίσο λα γίλεη παξαγνληηθή αλάιπζε ζε πεξηζζφηεξεο δηαζηάζεηο 

(ππνινγίδνληαο ηα kz  θαη kw  γηα 3k  ) αιιά δελ κπνξνχλ θπζηθά λα απεηθνληζζνχλ. 

Έλαο ηππνπνηεκέλνο ηξφπνο ππνινγηζκνχ ηεο πνζφηεηαο πνπ απεηθνλίδεηαη ζε έλαλ 

ππνρψξν q ( q p ) δίλεηαη απφ ην ιφγν   

1 2

1 2

...

...

q

q

p

  


  

  


  
                        (3.4.2) φπνπ 0 1q  . 

Γεληθά ην εζσηεξηθφ  γηλφκελν Ty y θαιείηαη inertia ηνπ ny .  
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Γη’ απηφ ην ιφγν ην κέγεζνο 
p ζπλήζσο εξκελεχεηαη σο ην επί ηνηο εθαηφ πνζνζηφ 

ηεο ζπλνιηθήο inertia πνπ εξκελεχεηαη απφ ηνπο πξψηνπο q παξάγνληεο. 

Γεδνκέλνπ φηη    
T

T

j j j j jXu Xu z z    ην 
j είλαη ε inertia ηεο j -ηνζηήο 

κεηαβιεηήο, 

Ο παξαλνκαζηήο ηεο ζρέζεο (3.4.1)  δίλεη ηε ζπλνιηθή inertia ησλ p κεηαβιεηψλ. 

Πξάγκαηη:   2

1 1 1 1

p p pn
T T

j ij j j

j j i j

tr X X x x x
   

     . 

Δίλαη ζαθέο φηη ην 
1

q

j

l




 είλαη ε ζπλνιηθή inertia ησλ q  πξψησλ παξαγνληηθψλ 

κεηαβιεηψλ 
1 2, ,..., qz z z . 

΢ηελ πξάμε, έλαο άιινο ηξφπνο γηα λα θνηηάμνπκε ηελ CA είλαη λα ζεσξήζνπκε κηα 

κέζνδν απνζχλζεζεο ηνπ ζπλνιηθνχ 2X ζηαηηζηηθνχ αθνχ ε inertia θαη ην 2X  

ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε 
chi-square

inertia
total N

   πξνζδηνξίδνληαο έηζη έλα κηθξφηεξν 

αξηζκφ δηαζηάζεσλ ζηηο νπνίεο λα εθπξνζσπνχληαη νη απνθιίζεηο απφ ηηο 

αλακελφκελεο ηηκέο θαη λα αηηηνινγνχλ ηελ απφξξηςε ή φρη ηεο ζηαηηζηηθήο ππφζεζεο 

φηη ππάξρεη ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ κεηαβνιψλ γξακκψλ θαη ζηειψλ. 

3.5 Βiplots 

Σν biplot είλαη (Hardle & Simar, 2003 ζει 356-357) κηα κηθξψλ δηαζηάζεσλ 

απεηθφληζε ελφο πίλαθα δεδνκέλσλ X , φπνπ νη γξακκέο θαη νη ζηήιεο 

εθπξνζσπνχληαη απφ ζεκεία. Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε έλα (10 × 5) πίλαθα 

δεδνκέλσλ κε ζηνηρεία ijx . Ζ ηδέα ηεο biplot είλαη λα βξεη 10 ζεκεία γξακκήο 

k

iq R   , 1,...,10k p i   θαη 5 ζεκεία ζηήιεο k

jt R  1,...,5j   έηζη ψζηε ηα 50 

θιηκαθσηά εμαγφκελα κεηαμχ ησλ γξακκψλ θαη ησλ ζηειψλ λα πξνζεγγίδνπλ ηα 50 

αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα δεδνκέλσλ X . ΢πλήζσο επηιέγνπκε k = 2. Γηα 

παξάδεηγκα, ην θιηκαθσηά εμαγφκελα κεηαμχ 7q  θαη 4t  ζα πξέπεη λα πξνζεγγίζεη ηελ 

ηηκή ησλ δεδνκέλσλ 74x  ζηελ έβδνκε ζεηξά θαη ηελ ηέηαξηε ζηήιε. ΢ε γεληθέο 

γξακκέο, ηα biplot κνληεινπνηνχλ ηα δεδνκέλα ijx  φπσο ην άζξνηζκα ελφο 

θιηκαθσηνχ εμαγφκελνπ ζε νξηζκέλνπο κηθξψλ δηαζηάζεσλ  ππνρψξνπο θαη έλαλ φξν 

θαηάινηπν:                   .T

ij i j ij ik jk ij

k

x q t e q t e     
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Γηα λα θαηαλνήζνπκε ηε ζρέζε κεηαμχ ηεο correspondence αλάιπζεο θαη ηνπ biplot, 

πξέπεη λα εηζαρζεί κηα θφξκνπια ε νπνία λα εθθξάδεη ηα 
ijx  απφ ηα αξρηθά δεδνκέλα 

ηνπ πίλαθα ζε ζρέζε κε ηηο ζπρλφηεηεο ησλ γξακκψλ θαη ησλ ζηειψλ. Έλαο ηέηνηνο 

ηχπνο, πνπ είλαη γλσζηφο σο ην “ηχπνο αλαζχζηαζεο”, είλαη : 

1

2

11

R

k ik jk

k
ij ij

i j

x E
x x

x

  


 
 
 

 
 
 
 
 


 

1

2

1

R
ij ji

k ik jk

ki i

x xx

x x x x
  



  
         

  

1

2

1

.
R

ij j i
k ik jk

kj j

x x x

x x x x
  



  
       

   
  

 

Σψξα, αλ ι1 >> ι 2 >>ι3…, κπνξνχκε λα πξνζεγγίζνπκε απηά ηα πνζά απφ έλαλ 

πεπεξαζκέλν αξηζκφ K   (ζπλήζσο K = 2) θαη πξνθχπηεη: 

1

/

1

,

,

K
ij i i

ki kj ij

kj k

K
ij j j

kj ki ij

ki k

x x x
r s e

x x x

x x x
s r e

x x x









  
       

   

  
      

   





 

φπνπ ije  θαη ije  νη φξνη ησλ ζθαικάησλ.  Πνπ δείρλνπλ φηη αλ αλαινγηζηνχκε ηελ 

εκθάληζε ησλ δηαθνξψλ κεηαμχ ησλ πξνθίι ησλ γξακκψλ θαη ην κέζν πξνθίι, ε 

πξνβνιή ηνπ πξνθίι ζεηξάο kr   θαη ε αλαπξνζαξκνζκέλε ζε θιίκαθα έθδνζε ησλ 

πξνβνιψλ ηνπ πξνθίι ζηήιε ks  απνηειεί biplot απηψλ ησλ δηαθνξψλ.  ΢πλεπάγεηαη 

ην ίδην θαη γηα ηηο δηαθνξέο κεηαμχ ησλ πξνθίι ζηήιεο θαη  κέζν πξνθίι ησλ ζηειψλ.  
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Παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηεο Correspondense Analysis. 

Παξνπζηάδνληαο ηα ζηνηρεία γηα ηηο ζπλήζεηεο θαπλίζκαηνο δηαθνξεηηθψλ 

ππαιιήισλ ζε κία εηαηξεία (ηα ζηνηρεία παξνπζηάζζεθαλ ζην Greenacre 1984, p.55) 

έρνπκε ηνλ παξαθάησ Πίλαθα 3.4.: 

 

Αλ ζεσξήζνπκε ηηο ηηκέο ησλ 4 ζηειψλ ζε θάζε ζεηξά ηνπ πίλαθα ζαλ ζπληεηαγκέλεο 

ζε έλα ηεζζάξσλ δηαζηάζεσλ ρψξν ( 4 ) ζα ππνινγίδακε ηηο Δπθιείδεηεο απνζηάζεηο 

κεηαμχ ησλ ζεκείσλ ησλ 5 γξακκψλ ζηνλ  4 . Οη απνζηάζεηο κεηαμχ ησλ ζεκείσλ 

ζηνλ 4 ζπλνςίδνπλ φιεο ηηο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηηο νκνηφηεηεο κεηαμχ ησλ 

γξακκψλ ζηνλ παξαπάλσ πίλαθα. 

΢θνπφο είλαη λα βξνχκε έλα ρψξν κηθξφηεξσλ δηαζηάζεσλ, ζηνλ νπνίν λα 

δηαηεξνχληαη φιεο ή ζρεδφλ φιεο νη δηαθνξέο κεηαμχ ησλ γξακκψλ. 

Θα κπνξνχζακε ηφηε λα παξνπζηάζνπκε φιεο ηηο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηηο 

νκνηφηεηεο κεηαμχ ησλ γξακκψλ (θαηεγνξία ππαιιήισλ ζηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε) ζε έλα απιφ 1,2 ή 3 δηαζηάζεσλ ρψξν. 

Καη ελψ ν ηξφπνο απηφο κπνξεί λα κελ θαίλεηαη ρξήζηκνο γηα έλα κηθξφ πίλαθα φπσο 

ν παξαπάλσ, κπνξνχκε λα θαηαιάβνπκε πσο ε παξνπζίαζε θαη ε εξκελεία πνιχ 

κεγάισλ πηλάθσλ ζα είραλ κεγάια νθέιε απφ ηελ απινπνίεζε ε νπνία κπνξεί λα 

επηηεπρζεί κέζσ ηεο correspondence analysis. 

Ο επφκελνο Πίλαθαο 3.5 εκθαλίδεη ηα πνζνζηά (παξαηεξνχκελεο ζπρλφηεηεο) αλά 

γξακκή. 

Πίνακασ 3.4 Πίνακασ ςυνάφειασ ςυνθκειών καπνίςματοσ. 
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Πίνακασ  3.5 Παρατθροφμενεσ ςυχνότθτεσ καπνίςματοσ ανά κατθγορία υπαλλιλων. 

Γειαδή  γηα ηελ θαηεγνξία (2) Junior Managers έρνπκε: 

4 3 7 4
0.222 ,0.167 ,0.389 ,0.222

18 18 18 18
     θαη θπζηθά φιεο νη γξακκέο αζξνίδνπλ 

ζην 1. 

Γειαδή γηα παξάδεηγκα ην 16.7%  ησλ Junior Managers θαπλίδνπλ ιίγν (Light). 

Ζ ηειεπηαία γξακκή (mass) εκθαλίδεη ην ζπλνιηθφ πνζνζηφ ηεο θάζε ζηήιεο σο πξνο 

ζπλνιηθφ κέγεζνο. (
61 45 62 25

0.316 ,0.233 ,0.321 ,0,130
193 193 193 193

    ). 

Γειαδή γηα παξάδεηγκα 32.1%  ζην ζχλνιν ησλ 193  είλαη θαπληζηέο κε κέηξηα 

θαηαλάισζε θαπλνχ. 

Αληίζηνηρα ζηνλ επφκελν Πίλαθα 3.6 έρνπκε ηα πνζνζηά αλά ζηήιε θαη ηα ζπλνιηθά 

(mass) πνζνζηά αλά γξακκή. 

 

Πίνακασ 3.6 Παρατθροφμενεσ ςυχνότθτεσ ανά κατθγορία καπνίςματοσ και ςυνολικζσ ανά  

                        γραμμι. 

Ο επφκελνο Πίλαθαο 3.7 εκθαλίδεη ηα απνηειέζκαηα ηεο. Correspondese analysis ζε 

δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο 0.05  . 
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Πίνακασ  3.7 Αποτελζςματα Correspondence Analysis. 

Ζ ζηήιε Dimension αλαθέξεηαη ζην R , πνπ εδψ είλαη 3 κηαο θαη min 1, 1R i j    

φπνπ κε 5i   θαη 4j   είλαη min 4,3 3R   . 

Ζ ζηήιε chi-square εκθαλίδεη ην ζπλνιηθφ 2X  θάησ απφ ηνλ έιεγρν 0  ηεο 

αλεμαξηεζίαο δει. 2 16.442X  . 

Σν ζεκείν ζχγθξηζεο, εάλ 0.05   ζα ήηαλ ην 2

0.05,12X φπνπ 12 νη βαζκνί ειεπζεξίαο 

αθνχ γεληθά είλαη    1 1i j    δει είλαη    5 1 4 1 12    . Απφ πίλαθεο βιέπνπκε 

φηη 2

0.05,12 21.03.X   

Δίλαη 2 16.442X  <21.03 δει δελ αλήθεη ζηελ θξίζηκε πεξηνρή άξα δελ 

απνξξίπηεηαη ε κεδεληθή ππφζεζε . 

Απηφ επηβεβαηψλεηαη θαη απφ p-value=0.173>0.05. 

΢ηε ζηήιε proportion of inertia  παξαηεξνχκε φηη ην κεγαιχξεξν κέξνο ηεο  inertia 

(87.8%) γίλεηαη απφ ηνλ πξψην άμνλα  1R  .Με ηνλ δεχηεξν άμνλα  2R   ζα 

απνθηεζεί ην 99.5%   

Δπεηδή νη δχν πξψηεο δηαζηάζεηο εμεγνχλ ην 99.5%  ηεο ζπλνιηθήο inertia, ε 

δηζδηάζηαηε απεηθφληζε ζα είλαη αξθεηή γηα ηελ αλάιπζε ησλ ζρέζεσλ κεηαμχ ηνπ 

πξνζσπηθνχ ηεο εηαηξείαο θαη ζπλήζεηεο θαπλίζκαηφο ηνπο.  

Οη επφκελνη δχν Πίλαθεο 3.7.1 θαη 3.7.2 εκθαλίδνπλ ηα πξνεγνχκελα (Πίλαθαο 3.7) 

ζπλνιηθά απνηειέζκαηα αλαιπηηθά αλά γξακκή θαη ζηήιε.  
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Πίνακασ 3.7.1 Αποτελζςματα ανά κατθγορία υπαλλιλων. 

 

 

Πίνακασ 3.7.2 Αποτελζςματα ανά κατθγορία καπνίςματοσ. 

΢ηα επφκελα 6 (3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6) δηαγξάκκαηα εκθαλίδνληαη νη 

πξνεγνχκελεο πιεξνθνξίεο ρξεζηκνπνηψληαο ηηο δχν δηαζηάζεηο φπσο εμεγήζεθε 

παξαπάλσ. 

 

 

 

        

          Διάγραμμα 3.1 Διαγραμματικι απεικόνιςθ              Διάγραμμα 3.2 Διαγραμματικι απεικόνιςθ 

                                    Πίνακα 3.7.1 ςε D1                                                         Πίνακα 3.7.1 ςε D2 
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        Διάγραμμα 3.3 Διαγραμματικι απεικόνιςθ         Διάγραμμα 3.4 Διαγραμματικι απεικόνιςθ 

                                      Πίνακα 3.7.2 ςε D1                                                    Πίνακα 3.7.2 ςε D2 

 

 

 

 

            

    Διάγραμμα 3.5 Διαγραμματικι απεικόνιςθ            Διάγραμμα 3.6 Διαγραμματικι απεικόνιςθ 

                                Κατθγορίασ Υπαλλιλων                                               Κατθγορίασ καπνίςματοσ 

                                ςε D1 D2                                                                           ςε D1 D2 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 

Δθαξκνγή ηεο δηαρωξηζηηθήο αλάιπζεο  θαη ηεο  correspondence 

analysis ζε δεδνκέλα πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ εθπαηδεπζε 

΋πσο παξνπζηάζηεθε ζπλνπηηθά ζηε εηζαγσγή ζθνπφο ηεο παξνχζαο είλαη λα 

κειεηήζεη ηα εθπαηδεπηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ καζεηψλ ζε ζρεζή κε ηελ θαηαγσγή 

ηνπο. Σα δεδνκέλα πξνέξρνληαη απφ  ζρνιηθή θνηλφηεηα ηεο νπνίαο νη καζεηέο 

ρσξίδνληαη ζε ηξεηο θαηεγνξίεο, 

 Οη ειιελφπαηδεο, δειαδή παηδηά πνπ έρνπλ γελλεζεί ζηελ Διιάδα απφ 

έιιελεο γνλείο   

 Οη παιηλνζηνχληεο δειαδή παηδηά πνπ έρνπλ γελλεζεί ζηελ Διιάδα απφ 

γνλείο έιιεληθήο θαηαγσγήο επαλαπαηξηζζέληεο  θπξίσο απφ ρψξεο ηεο πξψλ 

΢νβηεηηθήο Έλσζεο, θαη  

 Οη αιινδαπφη παηδηά απφ κε έιιελεο γνλείο 

Πξνθεηκέλνπ λα δηακνξθσζεί κηα άπνςε ζρεηηθά κε ηελ δηαθνξεηηθφηεηα πνπ 

πηζαλφλ πθίζηαηαη κεηαμχ ησλ θαηεγνξηψλ απηψλ ζην ρψξν ηεο εθπάηδεπζεο 

κειεηψληαη δπν πξνβιήκαηα 

 Πφζν δηαθέξνπλ νη επηδφζεηο ησλ παηδηψλ αλά κάζεκα θαη θαηεγνξία; 

 Ti επηινγέο θάλνπλ ζε ζρέζε κε ηελ θαηεχζπλζε ησλ ζπνπδψλ ηνπο θαη θαη 

επέθηαζε ην επάγγεικά ηνπο; 

Γηα ην πξψην εξψηεκα κειεηψληαη νη βαζκνινγίεο ησλ καζεηψλ ζηα ηέζζεξα βαζηθά 

καζήκαηα δειαδή Αξραία Διιεληθά, Νέα Διιεληθά , Μαζεκαηηθά θαη Φπζηθή. Γελ 

ζεσξήζεθε ζθφπηκν λα κειεηεζνχλ φιεο νη βαζκνινγίεο ζε φια ηα καζήκαηα θαζψο 

ηα ηέζζεξα παξαπάλσ νξίδνπλ ηελ θιαζηθή εθπαίδεπζε. Οη ηξεηο θαηεγνξίεο είλαη νη 

ηξεηο νκάδεο ζηηο νπνίεο ζέινπκε λα δνχκε αλ κπνξεί λα γίλεη ν δηαρσξηζκφο ζε 

ζρέζε κε ηηο βαζκνινγίεο ησλ καζεκάησλ.  ΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε έρνληαο κηα 

πνηνηηθή κεηαβιεηή, ηελ θαηαγσγή, θαη ηέζζεξηο πνζνηηθέο κεηαβιεηέο, ηηο 

βαζκνινγίεο ζηα ηέζζεξα βαζηθά καζήκαηα ην θαηάιιειν εξγαιείν είλαη ε 

δηαρσξηζηηθή αλάιπζε. Πεξαηηέξσ ζχγθξηζε έγηλε αλά θαηεγνξία ζηνπο βαζκνχο 

ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη ησλ discriminant scores.  
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Σν ζηαηηζηηθφ παθέην πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε είλαη ην SPSS 17.0 κε ηελ αθφινπζε 

δηαδηθαζία εληνιψλ: 

 

ANALYSECLASSIFYDISCRIMINANT…… 

      

Εικόνα 4.1 Πρώτο βιμα                                                         Εικόνα 4.2 Δεφτερο βιμα 

    

Εικόνα 4.3 Τρίτο βιμα 

Οη εληνιέο statistics classify θαη save ρξεζηκνπνηήζεθαλ αλάινγα κε ηελ πεξίπησζε. 

Γηα ην δεχηεξν εξψηεκα κειεηψληαη νη επηινγέο ησλ θαηεπζχλζεσλ αλά θαηεγνξία. 

Δπεηδή θαη νη δπν είλαη πνηνηηθέο κεηαβιεηέο, γηα ηελ δεκηνπξγία ησλ πηλάθσλ 

ζπλάθεηαο έγηλε ρξήζε ηεο correspondence analysis ηεο νπνίαο ε ειεγρνζπλάξηεζε 

αθνινπζεί ηελ 2X
 

θαηαλνκή κε 4 βαζκνχο ειεπζεξίαο 

     1 1 3 1 3 1 4r k        .  

Σν ζηαηηζηηθφ παθέην πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε είλαη ην SPSS 17.0 κε ηελ αθφινπζε 

δηαδηθαζία εληνιψλ: 
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ANALYSEDIMENSION-REDUCTIONCORRESPONDENCE 

ANALYSIS…… 

              

Εικόνα 4.4 Πρώτο βιμα                                                                              Εικόνα 4.5 Δεφτερο βιμα 

      

 

 

Εικόνα 4.6 Τρίτο βιμα. 

Υξεζηκνπνηήζεθαλ θαη νη εληνιέο statistics θαη plots. 

Δθηειψληαο ηηο παξαπάλσ εληνιέο ζηα δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο πξνέθπςαλ ηα 

output ηνπ πξνγξάκκαηνο spss 17.0 γηα ηελ δηαρσξηζηηθή αλάιπζε  θαη ηελ 

correspondence anlysis αληίζηνηρα θαη παξαηείζεηαη ε εξκελεία ηνπο. 

Πίλαθεο, δηαγξάκκαηα θαη ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ δηαρωξηζηηθή αλάιπζε. 

…..  

Πίνακασ 4.1 Πλικοσ δείγματοσ.                           Πίνακασ 4.2 Μζςοι ανά κατθγορία και μάκθμα. 
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Οη παξαπάλσ Πίλαθεο 4.1 θαη 4.2 παξνπζηάδνπλ ηνπο κέζνπο φξνπο βαζκνινγίαο ζε 

ηέζζεξα καζήκαηα Γεληθήο Παηδείαο αλά θαηεγνξία θαη ζπλνιηθά, αλεμαξηήησο 

ηάμεο. 

 

 

Πίνακασ 4.3 Πίνακασ ελζγχου ιςότθτασ μζςων. 

Απφ ηνλ πίλαθα ειέγρνπ γηα ηε ηζφηεηα  (Πίλαθαο 4.3) ησλ κέζσλ αλά θαηεγνξία 

πξνθχπηεη φηη απνξξίπηεηαη ζε δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο α=5% ε ηζφηεηα ησλ κέζσλ 

γηα ηα καζήκαηα ησλ Νέσλ Διιεληθψλ ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη ηεο Φπζηθήο 

 0.05p value   ελψ δελ απνξξίπηεηαη ε ηζφηεηα γηα ηα Αξραία 

Διιεληθά  0.133 0.05 .p value    

 

Πίνακασ 4.4 Πίνακασ βακμών και λογάρικμοι των οριηουςών των πινάκων διακφμανςθσ. 

              

Πίνακασ 4.5 Πίνακασ ελζγχου ιςότθτασ διακυμάνςεων. 

Δπεηδή p-value=0.382 > 0,05 δελ απνξξίπηεηαη ε ηζφηεηα ησλ δηαθπκάλζεσλ  

Απηφ ζεκαίλεη φηη κπνξεί λα πξνρσξήζεη ε αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ, κε ππφζεζε 

ίζεο δηαθπκάλζεηο. 

 



61 

 

 

Πίνακασ 4.6 Πίνακασ ιδιοτιμών των δφο πρώτων διαχωριςτικών ςυναρτιςεων. 

Οη ηδηνηηκέο ησλ δηαρσξηζηηθψλ ζπλαξηήζεσλ δείρλνπλ ην πνζνζηφ ηεο δηαθχκαλζεο  

( ην πειίθν ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ηεηξαγψλσλ κεηαμχ ησλ νκάδσλ πξνο ην άζξνηζκα 

ησλ ηεηξαγψλσλ κέζα ζηηο νκάδεο) πνπ εμεγείηαη. Υξεηάζηεθαλ δχν ζπλαξηήζεηο 

ψζηε λα εμεγεζεί πιήξσο ν δηαρσξηζκφο. 

Ζ ζηήιε canonical correlation δείρλεη ηε ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ discriminant scores 

γηα θάζε ζπλάξηεζε θαη ησλ επηπέδσλ ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο. Μία πςειή 

ζπζρέηηζε ππνδειψλεη κία ζπλάξηεζε πνπ θάλεη θαιφ δηαρσξηζκφ (discriminant). 

Δδψ νη παξνχζεο ζπζρεηίζεηο 0,253 θαη 0,077 δελ είλαη πςειέο. Άξα δελ αλακέλνπκε 

έλαλ ηζρπξφ δηαρσξηζκφ. 

 

                  Πίνακασ 4.7 Πίνακασ Wilks’ Lambda. 

Οξηζκόο ηνπ Wilks lambda 

O Wilks lambda νξίδεηαη σο ε πνζνζηφ ηεο inertia ην νπνίν δελ εμεγείηαη απφ ηελ 

κεηαβιεηή ε νπνία πξνζδηνξίδεη ηηο θιάζεηο   θαηά ηε δηαδηθαζία απνδφκεζεο ηεο 

δηαθχκαλζεο. 

Άξα  Wilks lambda=
intra class inertia

total inertia


 (Α) 

(Ζ δηαθνξά ηνπ Wilks lambda απφ ην ANOVA’s F  ζηαηηζηηθφ είλαη φηη ην F  είλαη 

ν ιφγνο 
Explaind Sum of Squares

Residual(unexplaind) Sum of Squares
F  ). 
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Λφγσ ηεο ζρέζεο (Α) ν Wilks lambda παίξλεη ηηκέο κεηαμχ ηνπ 0 θαη 1. 

Ωο εθ ηνχηνπ αλ έλα κηθξφ κφλν κέξνο απφ ηελ ζπλνιηθή inertia δελ εμεγείηαη ηφηε νη 

νκάδεο δηαρσξίδνληαη θαιψο θαη νη κέζνη ηνπο δηαθέξνπλ ζεκαληηθά.  

Γειαδή αλ ν Wilks lambda είλαη θνληά ζην 0 ηφηε νη νκάδεο δηαρσξίδνληαη θαιψο 

ελψ αλ είλαη θνληά ζην 1 δελ ππάξρεη ζαθήο δηαρσξηζκφο. 

΢ηε ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή ε ηηκή ηνπ  Wilks lambda είλαη πνιχ πςειή θαη γηα ηηο 

δχν ζπλαξηήζεηο (0.930 θαη 0,994) άξα δελ ππάξρεη ζαθήο δηαρσξηζκφο ησλ κέζσλ 

ησλ θαηεγνξηψλ. 

Σα παξαπάλσ θαίλνληαη ζην Γηάγξακκα 4.1 πνπ αθνινπζεί (CDF) 

 

 

Διάγραμμα 4.1 Canonical Discriminant Functions 
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    Πίνακασ 4.8 Συντελεςτζσ ςυναρτιςεων                Πίνακασ 4.9 Συντελεςτζσ ςυναρτιςεων 

Οη παξαπάλσ Πίλαθεο 4.8 θαη 4.9 δίλνπλ ηνπο ζπληειεζηέο ησλ ζπλαξηήζεσλ  

 

Πίνακασ 4.10 Μζςοσ των scores  

Ο παξαπάλσ Πίλαθαο 4.10 δείρλεη ην κέζν ησλ scores ηεο θάζε ζπλάξηεζεο αλά 

θαηεγνξία. 

Δηδηθφηεξα είλαη ηα scores γηα θάζε νκάδα φηαλ εηζάγνληαη ζηηο ζπλαξηήζεηο νη κέζνη 

ησλ κεηαβιεηψλ παξά νη αλεμάξηεηεο ηηκέο .  

Ο επφκελνο Πίλαθαο 4.11 (CR) πεξηιακβάλεη ηα ηειηθά απνηειέζκαηα ηεο νκαδνπνίεζεο. 

 

    Πίνακασ 4.11 Πίνακασ αποτελεςμάτων ομαδοποίθςθσ. 

Ο ηειηθφο πίλαθαο ζπλνςίδεη ηα πξνεγνχκελεο αλαιχζεηο δει πιήζνο θαη πνζνζηφ 

παξαηεξήζεσλ πνπ ηαμηλνκήζεθαλ ζσζηά θαη φρη. 

Γειαδή ην 44,8% ησλ παξαηεξήζεσλ κφλν νκαδνπνηείηαη ζσζηά. Σν πνζνζηφ απηφ 

είλαη ρακειφ φπσο παξαηεξήζεθε θαη κε ηηο ζπζρεηίζεηο ησλ discriminate scores ζηε 



64 

 

ζει. 61, σο εθ ηνχηνπ δελ κπνξνχκε λα ηζρπξηζζνχκε φηη έρνπκε έλαλ ηζρπξφ 

δηαρσξηζκφ. 

 

Διάγραμμα 4.2 Διαγραμματικι απεικόνιςθ των scores DF1 DF2. 

 

 

΢ην πξνεγνχκελν Γηάγξακκα 4.2 (territorial map) έρνπκε ηελ δηαγξακκαηηθή 

απεηθφληζε ησλ scores ησλ DF1 θαη DF2 φπνπ ζην δεμί ηκήκα εκθαλίδνληαη νη πςειέο 

ηηκέο ησλ ζπλαξηήζεσλ δειαδή ην πνζνζηφ ησλ ζσζηά νκαδνπνηεκέλσλ 

παξαηεξήζεσλ ελψ ζηα άιια δχν ηκήκαηα ηα ρακειά scores ησλ ζπλαξηήζεσλ. 
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Πίνακασ 4.12 Περιγραφικά ςτοιχεία Βακμοφ Μακθματικών και Discriminant scores ςε DF1 και DF2 

 

Πίνακασ 4.13 Test ομοιογζνειασ διακυμάνςεων 

 

 

Πίνακασ 4.14 Πίνακασ ANOVA για Βακμό Μακθματικών 

Ζ αλάιπζε ANOVA κε Factor ηελ θαηεγνξία θαη dependent list ηνλ βαζκφ ζηα 

Μαζεκαηηθά θαη ηα discriminant scores ησλ DF1 θαη DF2 φπνπ DF1 θαη DF2 νη δχν 

discriminant ζπλαξηήζεηο πνπ δεκηνπξγήζεθαλ πξνεγνχκελα καο έδσζε ηα 

απνηειέζκαηα ησλ ηξηψλ πξνεγνχκελσλ Πηλάθσλ (4.12, 4.13, 4.14) φπνπ : 

1. Απνξξίπηεηαη ε νκνηνγέλεηα ησλ δηαθπκάλζεσλ ζηα Μαζεκαηηθά θαη ζηα DF1 

ελψ δελ απνξξίπηεηαη ε νκνηνγέλεηα ζηε δηαθχκαλζε ησλ DF2. 

2. Απνξξίπηεηαη ε ηζφηεηα ησλ κέζσλ κεηαμχ ησλ νκάδσλ ζηα Μαζεκαηηθά θαη 

ζηα DF1 ελψ δελ απνξξίπηεηαη ε ηζφηεηα ησλ κέζσλ γηα ηα DF2. 

Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ ANOVA εκθαλίδνληαη δηαγξακκαηηθά 

παξαθάησ. 
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        Διάγραμμα 4.3 Μζςοι ανά κατθγορία 

 

 

               Διάγραμμα 4.4 Μζςοι DF1 ανά κατθγορία 

 

 

               Διάγραμμα 4.5 Μζςοι DF2 ανά κατθγορία 
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΢πκπεξάζκαηα ηεο δηαρωξηζηηθήο αλάιπζεο. 

΢χκθσλα κε ηελ πξνεγνχκελε αλάιπζε θαίλεηαη φηη δελ κπνξεί λα γίλεη ζαθήο δηαρσξηζκφο 

κεηαμχ ησλ νκάδσλ εθφζνλ κφλν ην 44.8%  ησλ παξαηεξήζεσλ νκαδνπνηείηε ζσζηά. 

Απηφ κπνξεί λα καο νδεγήζεη ζην ζπκπέξαζκα φηη θαη νη κε Έιιελεο καζεηέο αθνινπζψληαο 

ηε Διιεληθή δεκφζηα εθπαίδεπζε ελζσκαηψλνληαη ζε κεγάιν βαζκφ ζηελ ειιεληθή θνηλσλία 

θαη θνπιηνχξα. 

Απηφ φκσο εμαξηάηαη απφ ην πνζνζηφ ησλ κε ειιήλσλ ζε ζρέζε κε ηνπο έιιελεο καζεηέο. 

Φάλεθε λα ππάξρεη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή δηαθνξά γηα ηελ ηζφηεηα ησλ κέζσλ ζηα Νέα 

Διιεληθά, θάηη ην νπνίν αλακελφηαλ  ιφγσ κεηξηθήο γιψζζαο ησλ ειιελνπαίδσλ. 

΢ηα καζεκαηηθά θαη ζηε Φπζηθή, παξφηη νη έλλνηεο είλαη δηεζλείο θαη ζα αλακελφηαλ ηζφηεηα 

ησλ κέζσλ εληνχηνηο δελ παξνπζηάδεηαη θάηη ηέηνην. Ίζσο λα νθείιεηαη ζηνλ δηαθνξεηηθφ 

επαγγεικαηηθφ πξνζαλαηνιηζκφ ησλ καζεηψλ. 

Δληχπσζε πξνθαιεί ε ηζφηεηα ησλ κέζσλ ζηα Αξραία Διιεληθά παξφηη ζα αλακελφηαλ λα 

είλαη δηαθνξεηηθά. Απηφ πηζαλφλ λα νθείιεηαη ζην φηη νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο 

αληηκεησπίδνπλ ην κάζεκα απηφ σο μέλε γιψζζα. 

Άιινο ιφγνο ζα κπνξνχζε λα είλαη ε δηδαθηηθή πξνζέγγηζε κέζσ ησλ ζρνιηθψλ βηβιίσλ ή 

δηδαθηηθψλ κεζφδσλ γηα ηα Αξραία Διιεληθά. 

Απφ ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ πνπ πξνεγήζεθε πξνθχπηεη φηη ε νκαδνπνίεζε ζηηο 

θαηεγνξίεο δελ είλαη εθηθηή. 

Γηα ην ιφγν απηφ ηα ζπκπεξάζκαηα ηεο έξεπλαο δελ καο δίλνπλ αξθεηή πιεξνθνξία ψζηε λα 

ηα αλάγνπκε ζηνλ γεληθφ πιεζπζκφ. 

 

Πίλαθεο, δηαγξάκκαηα θαη ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ correspondence analysis 

Σα δεδνκέλα πνπ επειέγεζαλ γηα ηελ κειέηε θαηεχζπλζεο ζπνπδψλ αλά θαηεγνξία 

αθνξνχλ  καζεηέο ηεο Γ΄ Λπθείνπ δηφηη ε επηινγή ηνπο απηή είλαη θαζνξηζηηθή γηα 

ηελ δηαδηθαζία ησλ Παλειιαδηθψλ Δμεηάζεσλ θαη θαη΄ επέθηαζε γηα ηνλ 

επαγγεικαηηθφ ηνπο πξνζαλαηνιηζκφ.. 

Δπεηδή 3r  θαη 3k   έρνπκε παξαγνληηθή correspondence analysis. 

 

    Πίνακασ 4.15 Πίνακασ ςυνάφειασ ανά κατθγορία και κατεφκυνςθ ςπουδών. 
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Ο correspondence table είλαη ν πίλαθαο ζπρλνηήησλ. Π.ρ 2 καζεηέο πνπ είλαη 

αιινδαπνί θαη παξαθνινπζνχλ ηελ θαηεχζπλζε ΣΔΥΝΟΛΟΓΗΚΖ 2. 

 

 

    Πίνακασ 4.16 Πίνακασ ποςοςτών ανά γραμμι 

Ο Row Profiles Πίλαθαο 4.16  είλαη ν πίλαθαο πνζνζηψλ ησλ ηηκψλ θάζε ζηήιεο αλά 

γξακκή. Π.ρ ζε ζχλνιν 82 ειιελνπαίδσλ νη 9 αθινπζνχλ ζεηηθή θαηεχζπλζε δει ην 

11% θ.ι.π. 

 

    Πίνακασ 4.17 Πίνακασ ποςοςτών ανά ςτιλθ 

Ο Column Profiles Πίλαθαο 4.17 είλαη ν πίλαθαο πνζνζηψλ ησλ ηηκψλ θάζε γξακκήο 

αλά ζηήιε. Π.ρ ζε ζχλνιν 22 καζεηψλ ηεο ζεηηθήο θαηεχζπλζεο νη 9 είλαη 

ειιελφπαηδεο δει ην 40.9% θ.ι.π. 

 

     Πίνακασ 4.18 Συνοπτικόσ Πίνακασ Correspondence Analysis 

Ο ζπλνπηηθφο Πίλαθαο 4.18 (Summary table) καο δίλεη πνηθηιία απφ ρξήζηκεο 

πιεξνθνξίεο. 

Οη παξάγνληεο   (Dimension-1 θαη Dimension-2) έρνπλ εμαρζεί κε ηέηνην ηξφπν ψζηε 

λα κεγηζηνπνηνχλ ηηο απνζηάζεηο κεηαμχ ησλ ηηκψλ ησλ γξακκψλ ή ησλ ζηειψλ. 
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Γηαδνρηθνί παξάγνληεο ,νη νπνίνη είλαη αλεμάξηεηνη ή νξζνγψληνη κεηαμχ ηνπο, ζα 

εμεγνχλ φιν θαη ιηγφηεξν απφ ηελ ζπλνιηθή ηηκή ηνπ Chi-square  θαη θαηά ζπλέπεηα 

θαη ηεο ζπλνιηθήο ηηκήο ηεο inertia. 

Οη παξάγνληεο απηνί πξνζνκνηάδνπλ κε ηνπο αληίζηνηρνπο παξάγνληεο ηεο PCA. 

΢ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα έρνπκε: 

Total inertia = 
chi-square 5.503

0.038
n 145

  . 

Ο πξψηνο παξάγνληαο εμεγεί ην 74.4% ηεο ζπλνιηθήο inertia.  

Κάησ απφ ηελ ππφζεζε H0: Πιήξεο αλεμαξηεζία (Total inertia =0 ) ζε δηάζηεκα 

εκπηζηνζχλεο 5% είλαη p-value=0,239 > 0,05 άξα δελ απνξξίπηεηαη ε Ζ0 δειαδή 

θαίλεηαη φηη δελ ζπζρεηίδεηαη ε θαηεγνξία (Διιελφπαηδεο, Παιηλλνζηνχληεο,  

Αιινδαπνί)  κε ηελ επηινγή ηεο θαηεχζπλζεο ζπνπδψλ. 

Σν ίδην απνηέιεζκα πξνθχπηεη θαη απφ ηελ ηηκή ηεο 2X κε 

     1 1 3 1 3 1 4r k       βαζκνχο ειεπζεξίαο. 

Δίλαη 2

4.0,95 9,49X   δειαδή 5,503 < 9,49 άξα δελ απνξξίπηεηαη ε Ζ0. 

΢εκεησηένλ φηη ε 2X  εδψ δελ ειέγρεη κνληέια δηαθνξεηηθψλ δηαθπκάλζεσλ φπσο 

ζπλήζσο ζπκβαίλεη αιιά ειέγρεη κφλν ηελ ηηκή ηεο inertia γχξσ απφ ην 0. 

 

 

    Πίνακασ 4.19 Πίνακασ αξιολόγθςθσ ανά γραμμι 

 

    Πίνακασ 4.20 Πίνακασ αξιολόγθςθσ ανά ςτιλθ 
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Οη δχν παξαπάλσ Πίλαθεο (4.19, 4.20) δίλνπλ ηηο ηηκέο πνπ επηηξέπνπλ λα 

αμηνινγεζεί πσο θάζε γξακκή ή ζηήιε ζπλεηζθέξεη ζηνπ παξάγνληεο θαη πσο θάζε 

παξάγνληαο ζπλεηζθέξεη ζηηο γξακκέο ή ζηηο ζηήιεο.  

 

      Πίνακασ 4.21 Πίνακασ τυπικισ απόκλιςθσ ανά γραμμι 

 

 

     Πίνακασ 4.22 Πίνακασ τυπικισ απόκλιςθσ ανά ςτιλθ 

Οη παξαπάλσ πίλαθεο (4.21, 4.22) δίλνπλ ηελ ηππηθή απφθιηζε θαη ηε ζπζρέηηζε 

κεηαμχ ησλ ηηκψλ ησλ παξαγφλησλ  
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                Διάγραμμα 4.6 Διαγραμματικι απεικόνιςθ D1 ανά κατθγορία 

  

 

                Διάγραμμα 4.7 Διαγραμματικι απεικόνιςθ D2 ανά κατθγορία 

 

Σα παξαπάλσ δχν δηαγξάκκαηα (4.6, 4.7) δείρλνπλ ηα scores γηα θάζε θαηεγνξία γηα 

ηνπο παξάγνληεο 1 θαη 2. 
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                   Διάγραμμα 4.8 Διαγραμματικι απεικόνιςθ D1 ανά κατεφκυνςθ 

 

 

               Διάγραμμα 4.9 Διαγραμματικι απεικόνιςθ D2 ανά κατεφκυνςθ ςπουδών 

Σα παξαπάλσ δχν δηαγξάκκαηα (4.8, 4,9) δείρλνπλ ηα scores γηα θάζε γηα θάζε 

θαηεχζπλζε ζπνπδψλ  γηα ηνπο παξάγνληεο 1 θαη 2. 
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                 Διάγραμμα 4.10 Διαγραμματικι απεικόνιςθ των Scores των D1 D2 ανά κατθγορία 

 

     Διάγραμμα 4.11 Διαγραμματικι απεικόνιςθ των Scores των D1 D2 ανά κατεφκυνςθ ςπουδών 

Σα παξαπάλσ δχν δηαγξάκκαηα (4.10, 4.11) δείρλνπλ ηα scores γηα θαηεγνξία θαη 

θάζε θαηεχζπλζε ζπνπδψλ  γηα ηνπο παξάγνληεο 1 θαη 2 ηαπηφρξνλα. 
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               Διάγραμμα 4.12. Biplot 

Σέινο, ν biplot correspondence map (δηάγξακκα 4.12) δείρλεη ην score ζηηο δχν 

δηαζηάζεηο ηαπηφρξνλα θαη γηα ηελ θαηεγνξία θαη ηελ θαηεχζπλζε ζπνπδψλ. 

Σψξα κπνξνχκε λα δνχκε ηε ρξεζηκφηεηα ησλ scores γηα ηα κέηξα ηεο απφζηαζεο κε 

ηελ εξκελεία ησλ δχν δηαζηάζεσλ ηνπ κνληέινπ καο, πνπ είλαη 100% κηαο θαη 2R  . 

Σα scores καο επηηξέπνπλ λα ζπγθξίλνπκε θαηεγνξία θαη θαηεχζπλζε ζπνπδψλ 

δηακέζνπ ησλ παξαγφλησλ  ζε ρψξν δχν δηαζηάζεσλ.  

΢εκεησηένλ φηη ε ζπζρέηηζε είλαη κία ηππνπνηεκέλε κέηξεζε ηεο ζρέζεο αλάκεζα ζε 

δχν ζπλήζσο ζπλερείο κεηαβιεηέο. 

Ζ correspondence είλαη κία ηππνπνηεκέλε κέηξεζε κεηαμχ ησλ παξαγφλησλ (ζηελ 

πεξίπησζε καο δχν) ζε πνιιαπιέο κεηαβιεηέο . 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη νη παξάγνληεο (Dimensions) παξάγνπλ εκπεηξηθά άμνλεο ή 

ηδηνδηαλχζκαηα θαη φρη κφλν ηηο κεηαβιεηέο πνπ εηζάγνληαη ζηελ αλάιπζε.  
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΢πκπεξάζκαηα ηεο correspondence analysis. 

Έηζη φπσο πξνθχπηεη απφ ηνλ biplot νη Διιελφπαηδεο θαίλεηαη λα πξνηηκνχλ ηελ 

ζεσξεηηθή θαη ηελ ηερλνινγηθή θαηεχζπλζε πεξηζζφηεξν απφ ηελ ζεηηθή 

(πιεζηέζηεξεο απνζηάζεηο) ελψ νη αιινδαπνί είλαη πιεζηέζηεξα ζηελ ζεσξεηηθή ζε 

ζρέζε κε ηελ ζεηηθή θαη ηελ ηερλνινγηθή θαηεχζπλζε. 

΋κσο επεηδή ε ζπλνιηθή inertia 3,8% φπσο πξνέθπςε απφ ηνπο παξαπάλσ πίλαθεο 

δελ δηαθέξεη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθά απφ ην 0 (ηηκή ηεο 2X  θαη ηηκή ηνπ p-value) 

ζεκαίλεη πσο νη παξαπάλσ ηάζεηο δελ είλαη ζε ηφζν έληνλν βαζκφ ψζηε λα καο 

δίλνπλ αξθεηή πιεξνθνξία/ζηνηρεία γηα γελίθεπζή ηνπο ζηνλ πιεζπζκφ θαη γηα 

δηαθνξνπνίεζε ζηηο πξνηηκήζεηο επηινγψλ ησλ καζεηψλ. 
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ΠΑΡΑΣΗΜΑ Α 

Βαζηθέο έλλνηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο θαη Αλαιπηηθήο Γεωκεηξίαο. 

΋πσο αλαθέξεηαη απφ ηελ ζπγγξαθηθή νκάδα ησλ Γεκήηξηνπ Βάξζνπ, Γεκήηξε 

Γεξηδηψηε, Μηράιε Μαιηάθα, ΢ηαχξνπ Γ Παπαζηαπξίδε, Δπάγγεινπ Ράπηε θαη 

Οιπκπίαο Σαιέιιε θαζψο θαη απφ ηνλ Θαλάζε Υξπζάθε πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ 

νξηζκνί θαη παξαδείγκαηα πνπ αθνξνχλ ζηε Γξακκηθή Άιγεβξα θαη Αλαιπηηθή 

Γεσκεηξία. 

Βαζηθέο έλλνηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο. 

1.Οξηζκόο ηνπ ίρλνπο (trace) ελόο πίλαθα A  ή ( )tr A  

Οξίδνπκε σο ίρλνο (trace) ελφο ηεηξαγσληθνχ ( n x n ) πίλαθα  A  ην άζξνηζκα ησλ 

ζηνηρείσλ ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ ηνπ δει: 
11 22

1

( ) ... .
n

ii nn

i

tr A a a a a


      

 

2.Οξηζκόο εζωηεξηθνύ γηλνκέλνπ 

Δζσηεξηθφ γηλφκελν δχν δηαλπζκάησλ  1 2, ,..., n    θαη  1 2, ,..., n    

νξίδνπκε ηνλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ 1 1 2 2

1

... .
n

i i n n

i

       


        

Αλ πξφθεηηαη γηα δηαλχζκαηα ζηειψλ ηφηε ην εζσηεξηθφ ηνπο γηλφκελν πξνθχπηεη αλ 

πνιιαπιαζηαζζεί ην αλάζηξνθν ηνπ ελφο κε ην άιιν θαη κεηά ππνινγηζζεί ε 

νξίδνπζα δει: det( )T      . 

 

3.Οξηζκόο ηεο ηάμεο ελόο πίλαθα(Rank of a Matrix)  κε αληίζηνηρα 

παξαδείγκαηα. 

Έζησ έλαο r x c  πίλαθαο. Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε ηνλ πίλαθα απηφλ ζαλ έλα 

ζχλνιν r δηαλπζκάησλ γξακκψλ:  1,..., ,i i icr rr  1,...,i r  θαζέλα απφ ηα νπνία 

πεξηέρεη c  ζηνηρεία ή ζαλ έλα ζχλνιν c  δηαλπζκάησλ ζηειψλ:  1 ,...,
T

j j rjc cc , 

1,...,j c  θαζέλα απφ ηα νπνία πεξηέρεη r ζηνηρεία. 

Ζ ηάμε ηνπ πίλαθα (Rank) νξίδεηαη σο: 

α) Ο κεγαιχηεξνο αξηζκφο ησλ γξακκηθά αλεμάξηεησλ δηαλπζκάησλ ζηειψλ ή 

β) Ο κεγαιχηεξνο αξηζκφο ησλ γξακκηθά αλεμάξηεησλ δηαλπζκάησλ γξακκψλ. 
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Καη νη δχν νξηζκνί είλαη ηζνδχλακνη. 

Γηα έλα r x c  πίλαθα: 

α) Αλ ην r είλαη κηθξφηεξν ηνπ c ηφηε ηάμε ηνπ πίλαθα είλαη ην  r  

β) Αλ ην c  είλαη κηθξφηεξν ηνπ r ηφηε ηάμε ηνπ πίλαθα είλαη ην  c  

Ζ ηάμε ελφο πίλαθα κπνξεί λα γίλεη κεδέλ κφλν αλ ν πίλαθαο δελ πεξηέρεη ζηνηρεία. 

Αλ πεξηέρεη έζησ θαη έλα ζηνηρείν ηφηε ε ηάμε είλαη κεγαιχηεξε απφ ην κεδέλ. 

Έλαο πίλαθαο νλνκάδεηαη πιήξνπο ηάμεο (Full Rank Matrix) αλ φιεο νη γξακκέο ή νη 

ζηήιεο είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο. 

 

Παξαδείγκαηα εύξεζεο ηεο ηάμεο ελόο πίλαθα. 

Παξάδεηγκα 1. 

Έζησ ν πίλαθαο 
1 2 4 4

3 4 8 0
A

 
  
 

 κε 2r   θαη 4c  . Δπεηδή r c  ε κέγηζηε ηάμε 

ηνπ ηζνχηαη κε ην κέγηζην αξηζκφ ησλ γξακκηθά αλεμάξηεησλ γξακκψλ. 

Δπεηδή ε 1r  θαη ε 2r  είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο ε ηάμε ηνπ είλαη 2. 

Δίλαη πίλαθαο πιήξνπο ηάμεο. 

Παξάδεηγκα 2. 

Έζησ ν πίλαθαο 

1 2 3

2 3 5

3 4 7

4 5 9

B

 
 
 
 
 
 

 κε 4r  θαη 3c  . Δπεηδή c r  ε κέγηζηε ηάμε ηνπ 

ηζνχηαη κε ην κέγηζην αξηζκφ ησλ γξακκηθά αλεμάξηεησλ ζηειψλ. 

Ζ 1c  θαη ε 2c είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο φκσο ε 3c  είλαη γξακκηθά εμαξηεκέλε δηφηη 

3 1 2 , 1,...,4i i ic c c i   . Δπνκέλσο ε ηάμε ηνπ είλαη 2 θαη δελ είλαη πιήξνπο ηάμεο. 

 

5.Οξηζκόο ηδηνδηαλπζκάηωλ θαη ηδηνηηκώλ ελόο ηεηξαγωληθνύ πίλαθα. 

Έζησ ν ηεηξαγσληθφο πίλαθαο A . Ο nM I A  ιέγεηαη ραξαθηεξηζηηθφο πίλαθαο 

ηνπ A . 

Ζ det det( )nM I A  είλαη πνιπψλπκν σο πξνο   θαη βαζκνχ n θαη ιέγεηαη 

ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν ηνπ A . ΢πκβνιίδεηαη κε ( ) . 

Π.ρ  γηα 2x2 πίλαθα είλαη: 2( ) ( ) dettrA A      . 

Έζησ πίλαθαο A θαη έζησ φηη γηα θάπνην δηάλπζκα u  θαη θάπνην  είλαη: 
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                                                      Au u  (1). 

΢΄ απηή ηελ πεξίπησζε ζα ιέκε φηη ην u  είλαη έλα ηδηνδηάλπζκα ηνπ A  θαη    ε 

αληίζηνηρε ηδηνηηκή. 

Οη ηδηνηηκέο βξίζθνληαη απφ ηελ εμίζσζε ( ) =0 ελψ ηα ηδηνδηαλχζκαηα απφ ηελ 

εμίζσζε (1). 
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