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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Ο κίνδυνος αγοράς ενός χαρτοφυλακίου αναφέρεται στην πιθανότητα 

χρηµατοοικονοµικών απωλειών εξαιτίας µιας συντονισµένης κίνησης οικονοµικών 

µεταβλητών. Κύριο και καίριο ζήτηµα είναι η ποσοτικοποίηση του κινδύνου αυτού, 

καθώς απασχολεί τους χρηµατοοικονοµικούς οργανισµούς και τις ρυθµιστικές αρχές, 

ώστε να εξασφαλίζεται η επάρκεια των χρηµατοοικονοµικών ροών και η ασφάλεια 

των κεφαλαίων. 

Η ποσοτικοποίηση και η αποτίµηση κινδύνου µπορεί να γίνει µε διάφορους 

τρόπους. Πέραν της διακύµανσης ( της τυπικής απόκλισης ουσιαστικά που 

χρησιµοποιείται για την περιγραφή της µεταβλητότητας ) της οποίας αναλύονται τα 

βασικά χαρακτηριστικά, οι ιδιότητες και τα µειονεκτήµατα χρησιµοποίησης της ως 

µέτρο αποτίµησης κινδύνου , ένα καθιερωµένο µέτρο αποτίµησης είναι το Value-at-

Risk ( Αξία σε Κίνδυνο ), που καθορίζεται ως η µέγιστη αλλαγή στην αξία ενός 

χαρτοφυλακίου χρηµατοοικονοµικών προϊόντων µε δεδοµένη πιθανότητα και για 

δεδοµένο χρονικό ορίζοντα. Το Value-at-Risk ( VaR ) έχει γίνει ευρύτατα γνωστό και 

πολλαπλώς χρησιµοποιούµενο µέτρο αποτίµησης κινδύνου τα τελευταία χρόνια από 

ολοένα και περισσότερους χρηµατοοικονοµικούς οργανισµούς και όχι µόνο. 

 Ένα από τα αποδεικτικά στοιχεία της αποτελεσµατικότητας και της 

καταλληλότητας εφαρµογής του είναι η αναγνώριση και η προτροπή χρησιµοποίησης 

του από την Επιτροπή της Βασιλείας, οι στόχοι της οποίας, η οργάνωση και οι 

βασικές λειτουργίες της αναλύονται στοιχειωδώς, και περιγράφεται η σχέση και η 

σύνδεση του µέτρου αυτού µε τους αντικειµενικούς στόχους και προσδοκίες της 

Επιτροπής. 

 Στη βιβλιογραφία έχουν καταχωρηθεί πολλές παραλλαγές και επεκτάσεις του 

Value-at-Risk, µία εκ των οποίων είναι η Conditional ή Tail Value-at-Risk ( CVaR ή 

TVaR ) ή αλλιώς Expected Shortfall ( ES ), που υπολογίζει την αναµενόµενη 

απόδοση στην περίπτωση που η απόδοση του χαρτοφυλακίου είναι χαµηλότερη από 

την πρόβλεψη του µέτρου Value-at-Risk. Για τον λόγο αυτό, εξετάζονται τα 

χαρακτηριστικά και οι ιδιότητες αυτών των δύο µέτρων αποτίµησης κινδύνου, τα 

πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα τους που προκύπτουν από την µεταξύ τους 

σύγκριση. 

Για την κατασκευή χαρτοφυλακίου και τη συνακόλουθη µέτρηση κινδύνου του 

γίνεται στοιχειώδης ανάλυση σε µοντέλα δεσµευµένης ετεροσκεδαστικότητας τύπου-
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ARCH και τύπου-GARCH ( µονοµεταβλητά και πολυµεταβλητά ), καθώς η φύση και 

τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων επιβάλουν τη 

µοντελοποίηση της διακύµανσης που µεταβάλλεται στο χρόνο, και περιγράφεται η 

έννοια της στασιµότητας. 

Περιγράφονται, επίσης, χαρακτηριστικές και ενδεικτικές στρατηγικές 

κατασκευής κατανοµής περιουσιακών στοιχείων σε ένα χαρτοφυλάκιο από έναν 

επενδυτή στο πλαίσιο ανάλυσης της έννοιας συχέτισης κινδύνου και απόδοσης. 

Τέλος, παρατίθεται η εµπειρική ανάλυση για την πρόβλεψη της δεσµευµένης 

διακύµανσης και την κατασκευή βέλτιστων χαρτοφυλακίων βάσει τεχνητών στοιχείων 

αλλά και πραγµατικών δεδοµένων, και τη συνακόλουθη σύγκριση των µέτρων 

κινδύνου VaR, TVaR και Standard Deviation, µε τη χρησιµοποίηση συνάρτησης 

kernel τη συνάρτηση πυκνότητας της τυπικής κανονικής κατανοµής και του 

υπολογιστικού προγράµµατος  E-Views. Οι κατανοµές των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων που προκύπτουν από τις διαδικασίες συνεχούς βελτιστοποίησης για 

καθένα από αυτά τα τρία µέτρα αποτίµησης  κινδύνου,  έχουν ως σκοπό τη σύγκριση 

της Τυπικής Απόκλισης, του VaR και του TVaR  σχετικά µε το ποιο από αυτά τα 

µέτρα αποδίδει χαρτοφυλάκια που ανταποκρίνονται περισσότερο στη βασική 

υπόθεση που έχουµε κάνει στην παρούσα µελέτη, την υπόθεση της αποστροφής του 

επενδυτή στον κίνδυνο. Η µελέτη και η συνακόλουθη σύγκριση στηρίζεται, εκτός από 

τις προτιµήσεις του επενδυτή, στις ιδιότητες και τα χαρακτηριστικά υπολογισµού 

καθενός από τα µέτρα αυτά και τις ιδιότητες της συνάρτησης kernel. Τις εφαρµογές 

που παρουσιάζονται, ακολουθούν ορισµένες παραλλαγές που αφορούν στο µέγεθος 

δείγµατος ( σχετικά µεγάλο και αρκετά µεγάλο δείγµα ) και στο πλήθος των  

παρατηρούµενων τιµών των  δεδοµένων βάσει των οποίων γίνεται η πρόβλεψη και η 

εκτίµηση της µεταβλητότητας ( σχετικά µικρό και σχετικά µεγάλο µέγεθος) . Οι 

παραλλαγές αυτές έχουν σκοπό να µελετήσουν το πώς µεταβάλλονται τα 

αποτελέσµατα που προκύπτουν από την αρχική κάθε φορά εφαρµογή και αν 

επηρεάζουν οι παραλλαγές αυτές την εκτίµηση µας για το ποιο από αυτά τα µέτρα θα 

ήταν προτιµότερο να χρησιµοποιήσουµε για την αποτίµηση του κινδύνου στο 

χαρτοφυλάκιο µας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΙΝ∆ΥΝΟΥ ΚΑΙ ΜΟΡΦΕΣ ΤΟΥ 

 

Αλληλένδετες έννοιες στη θεωρία των οικονοµικών και των 

χρηµατοοικονοµικών είναι η αβεβαιότητα και ο κίνδυνος. Η έννοια του κινδύνου 

µπορεί γενικά να θεωρηθεί ως η αβεβαιότητα σε κάποιο βαθµό σχετικά µε τις 

µελλοντικές καθαρές αποδόσεις και θα µπορούσε να γίνει αντιληπτός σε τρία 

διαφορετικά επίπεδα: κίνδυνοι που αφορούν τους µεµονωµένους επενδυτές, κίνδυνοι 

που αφορούν µία επιχείρηση (συµπεριλαµβανοµένου των µετόχων της και των 

επενδυτών) και κίνδυνοι που αφορούν τις αγορές ως σύνολο. Έχει πραγµατικό 

νόηµα να αναφερόµαστε σε οποιονδήποτε τύπο κινδύνου µόνο αν αποφέρει άµεση ή 

έµµεση χρηµατοοικονοµική απώλεια. Παρουσιάζονται ακολούθως τέσσερις βασικές 

κατηγορίες κινδύνου σύµφωνα µε τον P. Best. 

 

 

I. ΚΙΝ∆ΥΝΟΣ ΑΓΟΡΑΣ  ( Market Risk ) 

Ο κίνδυνος της αγοράς είναι ο κίνδυνος απώλειας που προκύπτει από τις αλλαγές 

στην αξία εµπορεύσιµων περιουσιακών στοιχείων. Για παράδειγµα, αν µία τράπεζα 

έχει θέση € 1 εκατοµµυρίου σε χρυσό τότε είναι εκτεθειµένη στον κίνδυνο της πτώσης 

της αξίας του χρυσού. Υπάρχουν πολλές διαφορετικές κατηγορίες περιουσιακών 

στοιχείων (επιτόκια, νοµίσµατα, χρεόγραφα, εµπορεύµατα-commodities κ.α.) και µία 

πληθώρα χρηµατοοικονοµικών προϊόντων που εκτίθενται σ’αυτόν τον κίνδυνο λόγω 

των πιθανών αλλαγών που επικρατούν στις συνθήκες αγοράς. 

 

 

II. ΠΙΣΤΩΤΙΚΟΣ ΚΙΝ∆ΥΝΟΣ  ( Credit Risk ) 

Ο πιστωτικός κίνδυνος αναφέρεται στην πιθανή χρηµατοοικονοµική απώλεια εξαιτίας 

της µη ικανότητας εκπλήρωσης των υποχρεώσεων ενός ή περισσοτέρων 

συµβαλλοµένων. Έχει τρία βασικά χαρακτηριστικά: την έκθεση σε πίστωση, την 

πιθανότητα αθέτησης και την απώλεια στην περίπτωση αθέτησης. ∆ιακρίνεται σε 

αυτήν την κατηγορία, σύµφωνα µε τον P. Jorion, ο πιστωτικός κίνδυνος που 

συνδέεται µε την αθέτηση λόγω διάφορων συνθηκών επικράτειας ( sovereign risk ), 

όπως για παράδειγµα όταν οι χώρες θέτουν περιορισµούς στις διάφορες συναλλαγές 

µεταξύ των µελών τους είναι δύσκολο για τους συµβαλλοµένους να τηρήσουν τις 

υποχρεώσεις τους. Επιπροσθέτως του sovereign risk διακρίνεται ο κίνδυνος 
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διακανονισµού ( settlement risk ), που αφορά στην περίπτωση όπου δύο πληρωµές 

εκτελούνται την ίδια µέρα και την πιθανή αθέτηση που µπορεί να προκύψει κυρίως 

στις συναλλαγές που αφορούν πληρωµές σε διαφορετικά νοµίσµατα σε διαφορετικές 

χρονικές στιγµές, όπως για παράδειγµα µεταξύ συναλλαγής σε πρωινή ώρα 

Ευρώπης και παράδοση στις Ηνωµένες Πολιτείες αργότερα. Επιπλέον, ο P. Jorion 

συνδέει στενά την έννοια του πιστωτικού κινδύνου µε εκείνη του κινδύνου που 

απορρέει από νοµικής πλευράς ( legal risk ).1  

 

 

III. ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΚΟΣ  ΚΙΝ∆ΥΝΟΣ  ( Operational Risk ) 

Ο επιχειρησιακός κίνδυνος σχετίζεται µε τα λάθη, ανθρώπινα ή τεχνικά, ή µε µη 

προβλεπόµενα προβλήµατα που µπορεί να προκύψουν στον διακανονισµό και στη 

διεκπεραίωση των συναλλαγών, όπως η απώλεια ελέγχου αυτών ή η απάτη όπου οι 

συναλλασσόµενοι παραποιούν πληροφορίες. Η κατηγορία του επιχειρησιακού 

κινδύνου περιλαµβάνει µεταξύ άλλων τον κίνδυνο υποδειγµάτων ( model risk ) ο 

οποίος αφορά τον κίνδυνο απώλειας χρηµάτων λόγω ανεπαρκούς ή λανθασµένης 

αξιολόγησης των χρηµατοοικονοµικών προϊόντων και υποδειγµάτων, τον κίνδυνο 

συστηµάτων ( systems risk ) που αφορά την εφαρµογή µη επιτυχηµένων σχεδίων ή 

τη µη έγκαιρη εφαρµογή σχεδίων που στοιχίζουν σ’έναν οργανισµό αρκετά χρήµατα, 

όπως και συστήµατα που αποτυγχάνουν να λειτουργήσουν ορθά, και τέλος τον 

κίνδυνο ρευστότητας ( liquidity risk ) που προκαλείται από µία µεγάλη, µη 

αναµενόµενη και επιδείνωσα αρνητική ροή σε σύντοµη χρονική περίοδο. Αν µία 

επιχείρηση έχει σε αρκετά µεγάλο βαθµό µη ρευστοποιήσιµα περιουσιακά στοιχεία 

και χρειαστεί ξαφνικά ρευστότητα χρηµάτων µπορεί να εξαναγκαστεί να πουλήσει 

κάποια περιουσιακά στοιχεία της σε µειωµένη και απαξιωµένη τιµή.2 

 

 

                                                           
1
 Legal risk προκύπτει όταν η συναλλαγή αποδεικνύεται μη εφαρμόσιμη σύμφωνα με το νομικό 

πλαίσιο. Σχετίζεται με τον πιστωτικό κίνδυνο υπό την έννοια ότι εφόσον οι συμβαλλόμενοι 

αντιμετωπίσουν απώλεια χρημάτων από την συναλλαγή τους ενδέχεται να καταφύγουν στο νομικό 

πλαίσιο για την ακύρωση της. 
2
 Ο κίνδυνος ρευστότητας ( liquidity risk ), σύμφωνα με τον P.Jorion (Value at Risk-The new 

benchmark for managing financial risk), διακρίνεται σε κίνδυνο ρευστότητας περιουσιακών στοιχείων 

( asset liquidity risk  ή market /product liquidity risk ) που προκύπτει όταν μία συναλλαγή δεν μπορεί 

να πραγματοποιηθεί στις επικρατούσες αγοραίες τιμές εξαιτίας του μεγέθους της θέσης σε σχέση με 

τα κανονικά συναλλασσόμενα μεγέθη, και σε κίνδυνο χρηματοδότησης ρευστότητας ( funding 

liquidity risk ή cash-flow risk ) που αναφέρεται στην πρόωρη ρευστοποίηση για την ικανοποίηση 

υποχρεώσεων . 
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IV. ΚΙΝ∆ΥΝΟΣ ΥΠΟΛΗΨΗΣ  ( Reputation Risk ) 

Ο κίνδυνος υπόληψης είναι ο κίνδυνος χρηµατοοικονοµικών απωλειών που 

προκύπτουν από την απώλεια κύκλου εργασιών λόγω µείωσης της υπόληψης του 

οργανισµού. Αν και η απώλεια της υπόληψης ενός οργανισµού µπορεί να 

συντελεστεί µε αργό ρυθµό, προκύπτει συνήθως λόγω ενός λάθους στην  εκτίµηση ή 

στην εκτέλεση ενός σηµαντικού µέρους εταιρικών εργασιών.  

 

 

Εξέχουσας σηµασίας στις συναλλαγές έχει ο κίνδυνος αγοράς ( market risk ) 

αφού αντιπροσωπεύει την οικονοµική απώλεια στην αγοραία αξία ενός 

χαρτοφυλακίου. Κίνδυνος θεωρείται απλά η πιθανότητα απόκλισης από τα 

αναµενόµενα αποτελέσµατα, και ειδικά η πιθανότητα αρνητικής απόκλισης. Για κάθε 

µελλοντική ροή χρηµάτων που ενέχει κίνδυνο, και οδηγεί σε κάποια έσοδα, ή για 

κάθε αλλαγή στην αξία του χαρτοφυλακίου υπάρχει µία κατανοµή πιθανοτήτων για τα 

δυνατά αποτελέσµατα. Το σχετικό µέγεθος κινδύνου µπορεί να οριστεί ως ένα µέτρο 

διασποράς αυτής της κατανοµής όπως η τυπική απόκλιση ή η διακύµανση. Η 

διακύµανση όµως δεν είναι ένα επαρκές µέτρο για τη σύλληψη και µέτρηση κινδύνου 

καθώς θα ήταν δυνατόν δύο κατανοµές µε τελείως διαφορετική µορφή και 

διαφορετικό ποσό κινδύνου να έχουν την ίδια διακύµανση. Μέτρα όπως η 

ασυµµετρία ή η κυρτότητα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να ποσοτικοποιήσουν 

τον κίνδυνο που δεν µπορεί να προσδιοριστεί µε επάρκεια µόνο από το µέτρο της 

διακύµανσης. Μία άλλη προσέγγιση είναι να µελετήσουµε τα ποσοστηµόρια                

( percentiles ) της κατανοµής και να παρέχουµε απαντήσεις όπως “99% των 

περιπτώσεων η αξία του χαρτοφυλακίου θα µεταβληθεί σε ποσοστό λιγότερο από 

Χ% σε µία µέρα και 1% των περιπτώσεων θα µεταβληθεί περισσότερο από Χ%” Η 

πρόταση αυτή συνοψίζει την ιδέα του µέτρου κινδύνου Value-at-Risk ( VaR ) και 

αποτελεί ένα καθιερωµένο µέτρο των οικονοµικών αναλυτών για να 

ποσοτικοποιήσουν αυτόν τον κίνδυνο. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2:  ΘΕΩΡΙΑ ΧΑΡΤΟΦΥΛΑΚΙΟΥ ΚΑΙ ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΩΣ ΜΕΤΡΟ 

 

Θεωρία χαρτοφυλακίου: Η θεωρία χαρτοφυλακίου οφείλεται στον 

και αφορά στο πρόβληµα της άριστης επιλογής χρηµατοοικονοµικών τοποθετήσεων, 

όταν αυτές χαρακτηρίζονται από ποικιλία προσδοκώµενων αποδόσεων και βαθµών 

κινδύνου. 

Προσδοκώµενη απόδο

Τυπική απόκλιση απόδοσης: 

 

 

Θεωρούµε ότι η συνάρτηση χρησιµότητας ενός επενδυτή διατυπώνεται ως εξής:

όπου: 

W = η αβέβαιη έκβαση του πλούτου από 

EW = το προσδοκώµενο επίπεδο 

Var (W) = η διακύµανση του 

 

Συµπεριφορά απέναντι στον κίνδυνο :

 

Η µεγαλύτερη προσδοκία πλούτου  αυξάνει την χρησιµότητα 

 

Συνέπεια αυτών των ιδιοτήτων 
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ΘΕΩΡΙΑ ΧΑΡΤΟΦΥΛΑΚΙΟΥ ΚΑΙ ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΩΣ ΜΕΤΡΟ 
ΚΙΝ∆ΥΝΟΥ 

Θεωρία χαρτοφυλακίου: Η θεωρία χαρτοφυλακίου οφείλεται στον Harry

στο πρόβληµα της άριστης επιλογής χρηµατοοικονοµικών τοποθετήσεων, 

όταν αυτές χαρακτηρίζονται από ποικιλία προσδοκώµενων αποδόσεων και βαθµών 

Προσδοκώµενη απόδοση:  �̅ = E ( �̃ ) 
Τυπική απόκλιση απόδοσης: σ = ( r )1/2  

Θεωρούµε ότι η συνάρτηση χρησιµότητας ενός επενδυτή διατυπώνεται ως εξής:

U = U ( EW, Var(W) ) 

= η αβέβαιη έκβαση του πλούτου από κάποια επενδυτική επιλογή  

το προσδοκώµενο επίπεδο του πλούτου από την επενδυτική επιλογή

= η διακύµανση του πλούτου από την επενδυτική επιλογή 

Συµπεριφορά απέναντι στον κίνδυνο : 

 > 0 

 ≥ < 0 
Η µεγαλύτερη προσδοκία πλούτου  αυξάνει την χρησιµότητα ceteris paribus

Συνέπεια αυτών των ιδιοτήτων είναι η διατύπωση καµπυλών αδιαφορίας:

ΘΕΩΡΙΑ ΧΑΡΤΟΦΥΛΑΚΙΟΥ ΚΑΙ ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΩΣ ΜΕΤΡΟ 

Harry Markowitz 

στο πρόβληµα της άριστης επιλογής χρηµατοοικονοµικών τοποθετήσεων, 

όταν αυτές χαρακτηρίζονται από ποικιλία προσδοκώµενων αποδόσεων και βαθµών 

Θεωρούµε ότι η συνάρτηση χρησιµότητας ενός επενδυτή διατυπώνεται ως εξής: 

 

του πλούτου από την επενδυτική επιλογή 

paribus. 

είναι η διατύπωση καµπυλών αδιαφορίας: 



 

 

 

 

 

 

∆ιαπιστώνεται πως αυξάνεται η απόδοση όταν αυξάνεται η ανάληψη πρόσθετου 

κινδύνου. 

Κύριο στοιχείο του επενδυτικού ορθολογισµού είναι ότι ο επενδυτής επιδιώκει την 

πλησιέστερη δυνατή πληροφόρηση του για τους τίτλους που τελικά επιλέγει.

 

 

Σχηµατισµός χαρτοφυλακίου χρηµατοοικονοµικών προϊόντων

περίπτωση αυτή): Χαρακτηριστικά του χαρτοφυλακίου είναι η προσδοκώµενη 

απόδοση του και η τυπική απόκλιση των αποδόσεων

 = w  + (1-w)   

 = w  + (1-w)  

 = w
2   

+ (1-w)
2
  + 2 w

 

όπου: 

w = ο συντελεστής στάθµισης της επένδυσης

 σ12 = cov(  ,  ), η συνδιακύµανση των αποδόσεων των επενδύσεων 1 και 2.

 

Εναλλακτικά η συνδιακύµανση ορίζεται ως: 

είναι ο συντελεστής συσχετισµού των αποδόσεων των επενδύσεων 1 και 2 . 

E(w) 
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∆ιαπιστώνεται πως αυξάνεται η απόδοση όταν αυξάνεται η ανάληψη πρόσθετου 

Κύριο στοιχείο του επενδυτικού ορθολογισµού είναι ότι ο επενδυτής επιδιώκει την 

πλησιέστερη δυνατή πληροφόρηση του για τους τίτλους που τελικά επιλέγει.

Σχηµατισµός χαρτοφυλακίου χρηµατοοικονοµικών προϊόντων (δύο αξιόγραφων

περίπτωση αυτή): Χαρακτηριστικά του χαρτοφυλακίου είναι η προσδοκώµενη 

απόδοση του και η τυπική απόκλιση των αποδόσεων: 

w (1-w) σ12   ,    

ο συντελεστής στάθµισης της επένδυσης 

η συνδιακύµανση των αποδόσεων των επενδύσεων 1 και 2.

Εναλλακτικά η συνδιακύµανση ορίζεται ως: σ12 = cov( ,  ), = ρ12 σ1
είναι ο συντελεστής συσχετισµού των αποδόσεων των επενδύσεων 1 και 2 . 

 

Var

Γράφημα 1 

∆ιαπιστώνεται πως αυξάνεται η απόδοση όταν αυξάνεται η ανάληψη πρόσθετου 

Κύριο στοιχείο του επενδυτικού ορθολογισµού είναι ότι ο επενδυτής επιδιώκει την 

πλησιέστερη δυνατή πληροφόρηση του για τους τίτλους που τελικά επιλέγει. 

αξιόγραφων στην 

περίπτωση αυτή): Χαρακτηριστικά του χαρτοφυλακίου είναι η προσδοκώµενη 

η συνδιακύµανση των αποδόσεων των επενδύσεων 1 και 2.  

1 σ2   , όπου ρ12  
είναι ο συντελεστής συσχετισµού των αποδόσεων των επενδύσεων 1 και 2 .  

Var(w) 



 

 

 

Για τις τιµές του συντελεστή συσχετισµού ρ ισχύει :   

αλλαγές των τιµών συσχετίζονται απόλυτα και τα δύο περιουσιακά στοιχεία 

συµπεριφέρονται σα να ήταν ένα. Όταν ρ = 0, δεν υπάρχει καµία σχέση µεταξύ των 

αλλαγών των τιµών και τα περιουσιακά στοιχεία είναι απολύτως ανεξάρτητα το ένα 

από το άλλο. Όταν ρ = 

αντίθετες από του άλλου. Και η σχέση των τιµών αυτών µε την διακύµανση του 

χαρτοφυλακίου αναλύεται παρακάτω:

 

Εποµένως, η διακύµανση του χαρτοφυλακίου ορίζεται ως:

= w
2   

+ (1-w)
2
  + 2 w

 

Από την παραπάνω σχέση αυτή προκύπτει

  = (w σ1 + (1-w) σ2)
2
 – 2w

Και σύµφωνα µ’αυτή τη σχέση διακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις Α και Β

 

Α)  ρ12 = +1  ⇒    = (w σ1 + (1

Στην περίπτωση αυτή η τυπική απόκλιση των αποδόσεων του χαρτοφυλακίου 

ισούται µε τον σταθµικό µέσο των τυπικών αποκλίσεων των δύο αξιόγραφων 

 

Β) )  ρ12 < +1  ⇒   < (w σ1 + (1

 

Αυτά ισχύουν διότι ισχύει: 

– 2w (1-w) σ1 σ2 (1-ρ12)  < 0      

 

Σε όλες τις περιπτώσεις κατά τις οποίες ο συντελεστής συσχετισµού ρ

µικρότερος της µονάδας, η τυπική απόκλιση του χαρτοφυλακίου είναι µικρότερη από 

τον σταθµικό µέσο των σ

µονάδα, η τυπική απόκλιση του χαρτοφυλακίου ισούται µε το σταθµικό µέσο των σ
                                                          
3
 Προσθαφαιρώντας το μέγεθος [ 2
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Για τις τιµές του συντελεστή συσχετισµού ρ ισχύει :   -1 ≤ ρ ≤ +1 . 

αλλαγές των τιµών συσχετίζονται απόλυτα και τα δύο περιουσιακά στοιχεία 

συµπεριφέρονται σα να ήταν ένα. Όταν ρ = 0, δεν υπάρχει καµία σχέση µεταξύ των 

τα περιουσιακά στοιχεία είναι απολύτως ανεξάρτητα το ένα 

από το άλλο. Όταν ρ = -1, οι αλλαγές των τιµών του ενός στοιχείου είναι πάντα 

αντίθετες από του άλλου. Και η σχέση των τιµών αυτών µε την διακύµανση του 

χαρτοφυλακίου αναλύεται παρακάτω: 

διακύµανση του χαρτοφυλακίου ορίζεται ως: 

w (1-w) σ1 σ2 ρ12    

Από την παραπάνω σχέση αυτή προκύπτει3 : 

w (1-w) σ1 σ2 (1-ρ12)   

Και σύµφωνα µ’αυτή τη σχέση διακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις Α και Β

+ (1-w) σ2)
2
  ⇒  σp = w σ1 + (1- w) σ2    

Στην περίπτωση αυτή η τυπική απόκλιση των αποδόσεων του χαρτοφυλακίου 

ισούται µε τον σταθµικό µέσο των τυπικών αποκλίσεων των δύο αξιόγραφων 

+ (1-w) σ2)
2
  ⇒  σp < w σ1 + (1- w) σ2  

:  

)  < 0      ⇒ Αποτέλεσµα ∆ιαφοροποίησης 

Σε όλες τις περιπτώσεις κατά τις οποίες ο συντελεστής συσχετισµού ρ

µικρότερος της µονάδας, η τυπική απόκλιση του χαρτοφυλακίου είναι µικρότερη από 

τον σταθµικό µέσο των σ1 και σ2. Όταν ο συντελεστής συσχετισµού είναι ίσος µε τη 

µονάδα, η τυπική απόκλιση του χαρτοφυλακίου ισούται µε το σταθµικό µέσο των σ
                   

Προσθαφαιρώντας το μέγεθος [ 2w (1-w) σ1 σ2 ]. 

. Όταν ρ = 1, οι 

αλλαγές των τιµών συσχετίζονται απόλυτα και τα δύο περιουσιακά στοιχεία 

συµπεριφέρονται σα να ήταν ένα. Όταν ρ = 0, δεν υπάρχει καµία σχέση µεταξύ των 

τα περιουσιακά στοιχεία είναι απολύτως ανεξάρτητα το ένα 

1, οι αλλαγές των τιµών του ενός στοιχείου είναι πάντα 

αντίθετες από του άλλου. Και η σχέση των τιµών αυτών µε την διακύµανση του 

Και σύµφωνα µ’αυτή τη σχέση διακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις Α και Β : 

Στην περίπτωση αυτή η τυπική απόκλιση των αποδόσεων του χαρτοφυλακίου 

ισούται µε τον σταθµικό µέσο των τυπικών αποκλίσεων των δύο αξιόγραφων  

Σε όλες τις περιπτώσεις κατά τις οποίες ο συντελεστής συσχετισµού ρ12 είναι 

µικρότερος της µονάδας, η τυπική απόκλιση του χαρτοφυλακίου είναι µικρότερη από 

. Όταν ο συντελεστής συσχετισµού είναι ίσος µε τη 

µονάδα, η τυπική απόκλιση του χαρτοφυλακίου ισούται µε το σταθµικό µέσο των σ1  
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και σ2 . Όσο η τιµή του ρ12 µειώνεται, τόσο η σp µειώνεται επίσης κάτω του σταθµικού 

µέσου των σ1 και σ2 . 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω : 

° Όταν  ρ12 = 1 όλα τα ζεύγη τοποθετούνται στην παρακάτω ευθεία 1,2: 

 

                                                                                      

 
 

 
 
 

 

 

 

° Όταν ρ12 < 1, όλα τα ζεύγη τοποθετούνται στην καµπύλα 1,2. Η κυρτότητα της 

1,2 απεικονίζει το αποτέλεσµα της διαφοροποίησης. Το τυχόν χαρτοφυλάκιο 

Χ παρουσιάζει τυπική απόκλιση σ′′, ενώ ο σταθµικός µέσος των αποκλίσεων 

είναι σ′. Η διαφορά (σ′′ - σ′) είναι το αποτέλεσµα της διαφοροποίησης: 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

2 

1 

���  

σp 

1 

2 

Χ 

���  

σp 

Γράφημα 2 

Γράφημα 3 



 

 

 

Επέκταση σε χαρτοφυλάκια πολλών χρηµατοοικονοµικών προϊόντων

 

Στην περίπτωση αυτή έχουµε τα παρακάτω :

 =  

 = 

 

όπου: 

Ν = ο αριθµός των χρηµατοοικονοµικών προϊόντων που απαρτίζουν το 

χαρτοφυλάκιο και όπου οι σταθµίσεις 

 = 1     και   = 1 .

 

∆ιαγραµµατικά, όλα τα δυνατά 

χρηµατοοικονοµικά προϊόντ

περιοχής Ω θα ορίζονται από κυρτές καµπύλες, η κυρτότητα των οποίων προκύπτει 

από την προηγούµενη διερεύνηση του αποτελέσµατος διαφοροποίησης.
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Επέκταση σε χαρτοφυλάκια πολλών χρηµατοοικονοµικών προϊόντων 

Στην περίπτωση αυτή έχουµε τα παρακάτω : 

 

Ν = ο αριθµός των χρηµατοοικονοµικών προϊόντων που απαρτίζουν το 

χαρτοφυλάκιο και όπου οι σταθµίσεις w υπόκεινται στον περιορισµό: 

= 1 . 

∆ιαγραµµατικά, όλα τα δυνατά χαρτοφυλάκια που µπορούν να συγκροτηθούν από Ν 

χρηµατοοικονοµικά προϊόντα θα τοποθετούνται σε µια περιοχή Ω. Τα όρια της 

περιοχής Ω θα ορίζονται από κυρτές καµπύλες, η κυρτότητα των οποίων προκύπτει 

από την προηγούµενη διερεύνηση του αποτελέσµατος διαφοροποίησης.

Γράφημα 4 

 

Ν = ο αριθµός των χρηµατοοικονοµικών προϊόντων που απαρτίζουν το 

που µπορούν να συγκροτηθούν από Ν 

α θα τοποθετούνται σε µια περιοχή Ω. Τα όρια της 

περιοχής Ω θα ορίζονται από κυρτές καµπύλες, η κυρτότητα των οποίων προκύπτει 

από την προηγούµενη διερεύνηση του αποτελέσµατος διαφοροποίησης. 
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Η καµπύλη ΗΘ περιλαµβάνει όλα τα χαρτοφυλάκια που προσφέρουν µέγιστη 

απόδοση σε κάθε επίπεδο κινδύνου ή ελάχιστο κίνδυνο σε κάθε επίπεδο 

προσδοκώµενης απόδοσης, και ορίζεται ως το σύνορο βέλτιστων επιλογών (efficient 

frontier). Με δοσµένο αυτό το σύνορο, όλοι οι ορθολογικοί επενδυτές επιλέγουν 

κάποιο χαρτοφυλάκιο επ’αυτού, ανάλογα µε το επίπεδο κινδύνου που είναι 

διατεθειµένοι να αναλάβουν και της προσδοκώµενης απόδοσης. Οι επιλογές που 

περιλαµβάνονται στο σύνορο βέλτιστων επιλογών έχουν µία αυξητική τάση σχέσης 

κινδύνου και προσδοκώµενης απόδοσης. 

 

 

Τυπική Απόκλιση ως µέτρο κινδύνου 

 

Η Τυπική Απόκλιση ( Standard Deviation ) ή Μεταβλητότητα ( Volatility ), για 

την ακρίβεια η δεσµευµένη τυπική απόκλιση ή δεσµευµένη διακύµανση, που 

χαρακτηρίζεται ως ένα από τα πιο διαδεδοµένα µέτρα κινδύνου,  δεν 

αντιπροσωπεύει ακριβώς ένα µέτρο κινδύνου, αλλά, θα λέγαµε, ένα µέτρο 

αβεβαιότητας.  

 

Θεωρώντας:   

 

° wt ,  το διάνυσµα που περιλαµβάνει τις σταθµίσεις των αποδόσεων των  

χαρτοφυλακίων από τους τίτλους  που έχουµε στη διάθεση µας ως εξής:                    
wt = 

��
� !(")

 !(#)⋮ !(%)&'
(

  

° wt’ rt,t+h  , τις αποδόσεις των χαρτοφυλακίων για το δεδοµένο χρονικό διάστηµα 

° Var (rt,t+h/It) = Ht,t+h , τη µήτρα δεσεµευµένης διακύµανσης των αποδόσεων   
η δεσµευµένη διακύµανση ή δεσµευµένη τυπική απόκλιση παρουσιάζεται ως µέτρο 

κινδύνου µε την ελαχιστοποίηση της έκφρασης wt’Ht,t+hwt ή αντίστοιχα της                   

( wt’Ht,t+hwt )1/2 . 
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Είναι ένα ιδιαίτερα φτωχό µέτρο για ν’αποτελέσει ένα ιδανικό µέτρο κινδύνου για τους 

παρακάτω λόγους : 

Αν θεωρήσουµε τις ακόλουθες επενδύσεις Α, C και D, από τις οποίες οι 

επενδύσεις C και D έχουν την ίδια τυπική απόκλιση της τάξης του 10% κατ’απόλυτη 

τιµή, ενώ η επένδυση Α έχει τυπική απόκλιση της τάξης του 5%. Χρησιµοποιώντας 

την τυπική απόκλιση ως µοναδικό µέτρο κινδύνου η σύγκριση µεταξύ της επένδυσης 

C και D δεν θα είχε καµία διαφορά. Αλλά κάτι τέτοιο είναι προφανώς λάθος καθώς η 

επένδυση D έχει µία µέση αναµενόµενη απόδοση της τάξης του -10%, ενώ αντιθέτως 

η C έχει µέση αναµενόµενη απόδοση +10%. Πολλοί αντιτίθενται στην τυπική 

απόκλιση ως µέτρο κινδύνου καθώς δίνει ίσες σταθµίσεις σε αποκλίσεις πάνω από 

τη µέση τιµή και σε αποκλίσεις κάτω από τη µέση τιµή, ενώ οι επενδυτές 

ενδιαφέρονται περισσότερο για την «προς τα κάτω» απόκλιση ( downside deviation ) 

παρά για την «προς τα πάνω» απόκλιση  ( upside deviation ).  

               

     

 

 

 

 

Το παραπάνω πρόβληµα γίνεται αντιληπτό και από το παρακάτω σχήµα στο οποίο 

φαίνονται δύο κατανοµές αποδόσεων ενός χαρτοφυλακίου, οι οποίες η µία 

παρουσιάζει θετική κυρτότητα και η άλλη αρνητική. Οι δύο αυτές επενδύσεις θα 

αντιµετωπίζονταν το ίδιο από έναν επενδυτή χρησιµοποιώντας ως µέτρο κινδύνου 

Ποια επένδυση είναι πιο επικίνδυνη; 

Γράφημα 5 
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την τυπική απόκλιση γιατί έχουν την ίδια αναµενόµενη απόδοση και την ίδια 

διακύµανση, και άρα ίδια τυπική απόκλιση. Αυτό θα συνέβαινε γιατί το µέτρο αυτό 

κινδύνου υποθέτει συµµετρική κατανοµή αποδόσεων ( bell-shaped curve ), 

φαινόµενο που δεν χαρακτηρίζει, στην πλειονότητα, την κατανοµή των αποδόσεων 

των χρηµατοοικονοµικών προϊόντων.    

 

 

 

 

 

 

 

Ένα άλλο πρόβληµα που προκύπτει µε τη χρησιµοποίηση της τυπικής 

απόκλισης ως µέτρο κινδύνου είναι ότι δεν είναι ευαίσθητο στη διάταξη. Στα 

παρακάτω παραδείγµατα οι επενδύσεις A και C έχουν την ίδια τυπική απόκλιση και 

την ίδια µέση τιµή. Εντούτοις, η επένδυση C ενέχει µεγαλύτερο κίνδυνο από την A, 

αφού αντιµετωπίζει τον κίνδυνο να χάσει 38% από την αξία της στην κορυφή ως το 

χαµηλότερο σηµείο της κατά τη διάρκεια της προκείµενης υποθετικής περιόδου. Οι 

αγορές που φαίνονται ν’αντιµετωπίζουν µεταβλητότητα, συµπεριφέρονται κατ’αυτόν 

τον τρόπο εξαιτίας µιας διακριτής διάταξης των τιµών των αποδόσεων : µία διάταξη 

που περιλαµβάνει κινήσεις µε συχνές αντίθετες αλλαγές. Αυτού του είδους η 

«εξαρτηµένη µεταβλητότητα διάταξης» δεν συλλαµβάνεται από τον τεχνικό ορισµό 

της τυπικής απόκλισης, αφού δεν είναι ευαίσθητη στη διάταξη. Αυτό το σηµείο έχει 

Γράφημα 6 

Return on Investment 

P
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άµεση εφαρµογή στην επένδυση των hedge funds, καθώς πολλοί διαχειριστές των 

hedge funds υιοθετούν στρατηγικές επενδύσεων των οποίων η επιτυχία ή αποτυχία 

θα σχετίζεται όχι µε τη µεταβλητότητα των αγορών, αλλά µε  τη «διαδροµή» (πορεία) 

που αυτές ακολουθούν. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφημα 7 

Ποια επένδυση είναι πιο επικίνδυνη; 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3:  VALUE-AT-RISK 

 

 

3.1  Ιστορική Αναδροµή του VaR 

 

Tο πρόβληµα της διαχείρισης κινδύνου είναι ένα πρόβληµα που έχει 

παρατηρηθεί, χρονολογικά, από πολύ παλιά στους τοµείς της στατιστικής, της 

οικονοµικής και της χρηµατοοικονοµικής. Η διαχείριση του χρηµατοοικονοµικού 

κινδύνου υπήρξε ένα θέµα µείζονος ενδιαφέροντος για τους ρυθµιστές και τους 

οικονοµικούς διευθύνοντες επίσης αρκετά χρόνια πριν. Η έννοια όµως του Value-at-

Risk δεν χρησιµοποιήθηκε ευρύτατα πριν τα µέσα της δεκαετίας του ‘90. 

Η χρήση του VaR ως µία ξεχωριστή έννοια πρωτοεµφανίστηκε στα τέλη της 

δεκαετίας του 1980 µετά την κρίση του 1987 όταν πολλοί ακαδηµαϊκοί και οικονοµικοί 

αναλυτές άρχισαν ν’ανησυχούν για την επιβίωση του οικονοµικού συστήµατος 

παγκοσµίως.4 Η περαιτέρω ώθηση για τη χρήση του VaR προκλήθηκε από τις 

κρίσεις που ταλάνιζαν τις επιχειρήσεις χρηµατοοικονοµικών υπηρεσιών την περίοδο 

εκείνη και τις προκαλούµενες ρυθµιστικές ενέργειες για την αντιµετώπιση αυτών των 

κρίσεων. Στις αρχές του 1990 υπήρξε µία πληθώρα αποτυχιών που σχετίζονται µε 

την ακατάλληλη χρήση παραγώγων ( derivatives ) και την έλλειψη επάρκειας 

εσωτερικού ελέγχου. Χαρακτηριστικές περιπτώσεις είναι αυτή των Orange County 

(1994, µε απώλειες US$1.8 δις.), Metallgesellschaft (1994, US$1.3 δις.), Barings 

(1995, US$1.3 δις.) και Daiwa (1995, US$1.1 δις.). Αυτά τα περιστατικά έκαναν 

εµφανείς τους κινδύνους που αντιµετωπίζουν οι επιχειρήσεις και γενικά το 

χρηµατοοικονοµικό σύστηµα και έτσι οι απώλειες δεν µπορούσαν πλέον να 

αποδοθούν µόνο στις κακές κυβερνητικές πολιτικές και στην έλλειψη αυστηρής 

παρακολούθησης των συστηµάτων. Ήταν εµφανέστατη η επιτακτική ανάγκη για ένα 

βελτιωµένο και ενισχυµένο µοντέλο διαχείρισης κινδύνου. Γι’αυτό το σκοπό 

αναπτύχθηκε µία νέα µέθοδος µέτρησης κινδύνου εστιάζοντας στις απώλειες µιας 

επιχείρησης µε κάποια λογική πιθανότητα, το Value-at-Risk. Αναπτύχθηκε το 1993 

και έγινε ευρέως εφαρµόσιµο από το 1994 µέσω του J.P. Morgan’s RiskMetrics, και 

αφού  έγιναν συµπληρωµατικές εφαρµογές από το CreditMetrics το 1997 και από το 

CorporateMetrics και PensionMetrics το 1999, έγινε ιδιαίτερα δηµοφιλές στους 

διάφορους χρηµατοοικονοµικούς οργανισµούς και ρυθµιστές, όπως η Τράπεζα 
                                                           
4
 Σύμφωνα με τον Holton ( 2002 ) το VaR  έχει τις ρίζες του στο 1922 την περίοδο που ο NYSE ( New 

York Stock Exchange ) επέβαλε κεφαλαιακές απαιτήσεις από τις επιχειρήσεις-μέλη και σαν έννοια 

εξελίχθηκε το 1952 όταν οι Markowitz και  Roy στην προσπάθεια τους να αναπτύξουν ένα μέσο 

επιλογής χαρτοφυλακίων που να βελτιστοποιεί την απόδοση τους με δεδομένο κίνδυνο, εξέδωσαν 

σχεδόν ταυτόχρονα παρόμοιες μεθόδους υπολογισμού του VaR . 
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∆ιεθνών ∆ιακανονισµών ( Bank for International Settlements ) και η Αµερικανική 

Επιτροπή Κεφαλαιαγοράς. 

Αρχικά, σκοπός του VaR ήταν η εφαρµογή του στην αγορά παραγώγων και η 

µέτρηση του κινδύνου που σχετίζεται µ’αυτή την αγορά αλλά γρήγορα η εφαρµογή 

του επεκτάθηκε και στη µέτρηση κάθε είδους χρηµατοοικονοµικών κινδύνων, και 

κυρίως του κινδύνου της αγοράς και του πιστωτικού κινδύνου. Το Value-at-Risk 

εξελίχθηκε από ένα εργαλείο για τη µέτρηση κινδύνου στην ενεργή διαχείριση ( active 

management ) σε µία µέθοδο ευρείας επιχειρηµατικής εµβέλειας αντιµετωπίζοντας 

και ενώνοντας όλους τους κινδύνους που µπορεί να προκύψουν σε ένα µοναδικό 

πλαίσιο. Αν και αρχικά χρησιµοποιήθηκε από χρηµατοοικονοµικούς οργανισµούς 

τώρα πλέον βρίσκει εφαρµογή και στη µέτρηση κινδύνου σε επιχειρήσεις µη 

χρηµατοοικονοµικών υπηρεσιών. Αυτό το φαινόµενο παρατηρείται κυρίως λόγω του 

ότι το VaR γίνεται εύκολα αντιληπτό από µη ειδικούς σε αντίθεση µε άλλες µεθόδους 

µέτρησης του κινδύνου. Αυτή όµως η απλοϊκότητα  στην ερµηνεία της έννοιας του 

Value-at-Risk και η συνακόλουθη ευρεία χρήση του και η απόλυτη εµπιστοσύνη στα 

προκύπτοντα αποτελέσµατα µπορεί να οδηγήσει σε παρερµηνείες και µη ορθή 

χρήση του, γεγονός που καθιστά αναγκαία τη γνώση και την εξοικείωση µε τα 

προβλήµατα και τους περιορισµούς του Value-at-Risk. 

 

 

 

 

3.2   Ορισµός του VaR και χαρακτηριστικά του 

 

Value-at-Risk (VaR) είναι το µέγιστο ποσό χρηµάτων που µπορεί ν’απολεσθεί 

από ένα συγκεκριµένο χαρτοφυλάκιο κατά τη διάρκεια µιας συγκεκριµένης περιόδου, 

δεδοµένου ενός επιπέδου εµπιστοσύνης. 

Το VaR λοιπόν υπολογίζει τη µεγαλύτερη δυνατή απώλεια υπό κανονικές 

συνθήκες αγοράς µέσα σ’ένα προκαθορισµένο χρονικό ορίζοντα µε κάποια ορισµένη 

πιθανότητα και πιο τυπικά ορίζεται ως το ποσοστηµόριο (quantile) της παραγόµενης 

κατανοµής κερδών-απωλειών για µία δεδοµένη χρονική περίοδο. Αν α είναι το 

επιλεγόµενο επίπεδο εµπιστοσύνης τότε το VaR αντιστοιχεί στο ( 1 - α ) του 

χαµηλότερου µέρους της ουράς της κατανοµής.  

 

Σύµφωνα µ’αυτό προκύπτει ο παρακάτω ορισµός : 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1 : µε δεδοµένο επίπεδο εµπιστοσύνης α Є (0,1) το VaR ενός 

χαρτοφυλακίου στο επίπεδο εµπιστοσύνης α δίνεται από το µικρότερο αριθµό l τέτοιο 

ώστε η πιθανότητα η απώλεια L να υπερέχει του αριθµού l να µην είναι µεγαλύτερη 

από ( 1 – α ) σε δεδοµένο χρονικό ορίζοντα :  

 

VaRα = inf {l Є R:  P (L > l) ≤ 1 – α} 

 

Για τη διατύπωση ενός πληρέστερου ορισµού είναι απαραίτητη η διατύπωση του 

ορισµού της συνάρτησης τεταρτηµορίων της ( έστω ) Χ τυχαίας µεταβλητής ( ή 

ισοδύναµα της κατανοµής της ), quantile function, qx( α ), ως εξής :  qx(α) = { min7Єℝ : P(X ≤  x ) = α} , α Є [0,1] 
 

Αυτός ο ορισµός σε συνδυασµό µε την υπόθεση ( που γίνεται χωρίς απώλεια 

γενικότητας ) για την συνάρτηση κατανοµής  ( έστω ) Fx ότι είναι 1-1 σε όλο το πεδίο 

τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ, οδηγεί στον ορισµό του VaR, καθώς ισχύει :  qx(α) = Fx-1(α) 

 

όπου Fx-1 είναι η αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής. 

 

 
ΟΡΙΣΜΟΣ  2 : Το VaR σε επίπεδο σηµαντικότηας α ορίζεται ως : 

 

VaRt+h,α(ABC DB,BEF) = ABC GB,BEF – q ABCDB,BEF (α) 

 

όπου µt,t+h , είναι η δεσµευµένη µέση τιµή της κατανοµής των αποδόσεων µε 

δεδοµένο το  σύνολο πληροφορίας It , Ε( rt,t+h/ It ) . 

  

Σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε: 

P ( w’t rt,t+h ≤ H  !C�!,!EI  (J) ) = α  ⟺  P(  LMNOM,MPQ RLMNSM,MPQ(LMNTM,MPQLM)U/V    ≤ W LMNOM,MPQ (X)R LMNSM,MPQ(LMNTM,MPQLM)U/V  ) = α  ⟺   
 

⟺  
W LMNOM,MPQ (X)R LMNSM,MPQ(LMNTM,MPQLM)U/V    =  F-1

zt,t+h (α)   

 ⟺ H  !C�!,!EI  (J) =  !CY!,!EI + F-1
zt,t+h (α) ( !CZ!,!EI !)"/#  
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όπου η τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή zt,t+h = 
LMNOM,MPQRLMNSM,MPQ(LMNTM,MPQLM)U/V    και Fzt,t+h η συνάρτηση 

κατανοµής της. 

 

Σηµειώνεται ότι η παραπάνω κατανοµή δεν θα εξαρτάται από το wt στην περίπτωση 

εκείνη που προσδιορίζεται µοναδικά από τον µέσο και την διακύµανση της, τα οποία 

σε κάθε περίπτωση είναι 0 και 1 αντίστοιχα, στην περίπτωση δηλαδή που πρόκειται 

για τυπική κανονική κατανοµή. 

 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε ότι ισχύει : 

 

VaRt+h,α( !C�!,!EI  ) = - F-1
zt,t+h (α) ( !CZ!,!EI !)"/#  

 

 και ερµηνεύεται ως η µεγαλύτερη δυνατή απώλεια στην απόδοση του συγκεκριµένου 

χρηµατοοικονοµικού τίτλου στην περίπτωση που δεν συµβούν τα γεγονότα τα οποία 

απεικονίζονται στο διάστηµα ( - ∞ ,  - VaRt+h,α( !C�!,!EI) ) . 

 

 

Μία ερώτηση λοιπόν που θα µπορούσε ν’απαντήσει το VaR θα ήταν “Τι ποσό 

σε ευρώ µπορώ – µε πιθανότητα 95% ή 99% - να αναµένω να χάσω µέσα στον 

επόµενο µήνα;” ή “ Ποιο είναι το µέγιστο ποσοστό που µπορώ – µε πιθανότητα 95% 

ή 99% - να αναµένω να χάσω µέσα στον επόµενο χρόνο;”  Παρακάτω παρουσιάζεται 

ένα παράδειγµα γραφικά του VaR.       
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Χαρακτηριστικά του VAR 

 

Αν και σχεδόν πάντα το VaR αντιπροσωπεύει µία απώλεια, θεωρητικά καταγράφεται 

ως ένας θετικός αριθµός. Η εκτίµηση ενός αρνητικού αριθµού του VaR θα σήµαινε ότι 

το χαρτοφυλάκιο έχει µεγάλη πιθανότητα να παρουσιάσει κέρδη. Για παράδειγµα, 

VaR 1-ηµέρας µε 5%  €1 εκατοµ.σηµαίνει ότι το χαρτοφυλάκιο έχει 95% πιθανότητα 

να κάνει κέρδη της τάξης του €1 εκατοµ.ή και παραπάνω µέσα στην επόµενη µέρα.  

∆ιαπιστώνουµε ότι το VaR έχει τρεις βασικές παραµέτρους:  

i. την περίοδο διακράτησης ( holding period ) 

ii. το διάστηµα εµπιστοσύνης ( confidence level ) 

iii. το ποσοστό απώλειας ( loss percentage ) 

Από αυτά ιδιαίτερης σηµασίας είναι η περίοδος διακράτησης και το διάστηµα 

εµπιστοσύνης. 

 

° ΠΕΡΙΟ∆ΟΣ ∆ΙΑΚΡΑΤΗΣΗΣ ( Holding period ) 

Περίοδος διακράτησης θεωρείται η χρονική περίοδος κατά την οποία υπολογίζεται το 

VaR. Συνήθως η περίοδος αυτή ορίζεται ως µία µέρα αλλά υπάρχουν και 

διαφορετικές απόψεις, σύµφωνα µε τον P. Best, που υποστηρίζουν ότι η περίοδος 

διακράτησης θα πρέπει να είναι ίση µε τη µέγιστη δυνατή περίοδο ρευστότητας του 

Γράφημα 8 
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περιουσιακού στοιχείου του χαρτοφυλακίου ή ίση µε την περίοδο ρευστοποίησης 

όλων των περιουσιακών στοιχείων του οργανισµού ή ίση µε την περίοδο που το 

χαρτοφυλάκιο παραµένει σταθερό. Γενικά, η επιρροή της περιόδου διακράτησης στο 

VaR εξαρτάται από το άθροισµα της προσδοκώµενης απόδοσης. Αν η αναµενόµενη 

απόδοση δεν λαµβάνεται υπόψη, το VaR, γενικά, θα αυξηθεί καθώς αυξάνεται η 

περίοδος διακράτησης γιατί η αβεβαιότητα στην κατανοµή Κερδών-Απωλειών            

( Profit&Loss ) θα αυξηθεί µε την περίοδο διακράτησης. Ενώ αν οι αναµενόµενες 

αποδόσεις λαµβάνονται υπόψη ( όπως συνήθως ), κάθε µεµονωµένη απόδοση 

πρέπει να εξετάζεται ξεχωριστά.  

 

° ΕΠΙΠΕ∆Ο ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ ( Confidence level ) 

Όταν η απόκλιση από την αναµενόµενη αξία παρατηρείται και στις δύο κατευθύνσεις, 

δηλαδή κάτω και πάνω από την αναµενόµενη αξία ), αναφερόµαστε σε δίπλευρο 

διάστηµα εµπιστοσύνης. Για έναν επενδυτή, όµως, δεν αποτελεί ρίσκο η πιθανότητα 

ενός µεγάλου κέρδους, καταλήγοντας στο συµπέρασµα ότι µόνο οι αρνητικές 

αποκλίσεις αποτελούν ρίσκο για έναν επενδυτή και εποµένως µόνο τα µονόπλευρα 

διαστήµατα εµπιστοσύνης είναι σχετικά σ’αυτήν την περίπτωση. 

Το επίπεδο βεβαιότητας που χαρακτηρίζει κάθε επενδυτής αντανακλάται στο 

διάστηµα εµπιστοσύνης το  οποίο επιλέγει. Όσο περισσότερη βεβαιότητα απαιτεί 

ένας επενδυτής, τόσο µεγαλύτερο διάστηµα εµπιστοσύνης επιλέγει. 

 

 

3.3   Μέθοδοι Εκτίµησης VaR και Χαρακτηριστικά τους 

Υπάρχουν 3 βασικότεροι µέθοδοι εκτίµησης του VaR και υπολογίζονται 

κάνοντας κάποιες υποθέσεις για την κατανοµή των αποδόσεων για τους κινδύνους 

αγοράς, και µε χρησιµοποιώντας τις διακυµάνσεις αυτών των κινδύνων και τις 

συνδιακυµάνσεις µεταξύ τους. Αυτές, λοιπόν , είναι οι παρακάτω τρεις : 

1. Μέθοδος Συνδιακύµανσης ( Variance – Covariance Method ) 

2. Μέθοδος Ιστορικής Προσοµοίωσης ( Historical Simulation ) 

3. Μέθοδος Monte Carlo ( Monte Carlo Simulation ) 
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 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΚΑΙ ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΕΘΟ∆ΩΝ 

 

I.  Μέθοδος Συνδιακύµανσης 

 

Βασική ιδέα 

Η βασική ιδέα της µεθόδου αυτής γίνεται κατανοητή αν σκεφτούµε ότι 

µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε το Value-at-Risk αν παράγουµε µία κατανοµή 

πιθανοτήτων για τις δυνατές τιµές αφού το VaR µετράει την πιθανότητα η αξία ενός 

περιουσιακού στοιχείου ή χαρτοφυλακίου να µειωθεί κάτω από µία συγκεκριµένη 

χρονική στιγµή. Η µέθοδος αυτή αν και απλή στη σκέψη, βασίζεται σε µία 

περιοριστική υπόθεση, αυτή της κανονικότητας των αποδόσεων ,δηλαδή για την 

εκτίµηση χρειαζόµαστε µόνο δύο παράγοντες, την αναµενόµενη ή µέση απόδοση       

( expected or average return ) και την τυπική απόκλιση (standard deviation). 

Χρησιµοποιώντας αυτήν την υπόθεση είναι δυνατόν να καθορίσουµε την κατανοµή 

των mark-to-market κερδών-απωλειών του χαρτοφυλακίου, που είναι επίσης 

κανονική ( normal ). Αφού έχει προσδιοριστεί η κατανοµή αυτή, χρησιµοποιούνται οι 

µαθηµατικές ιδιότητες της κανονικής κατανοµής για καθορίσουµε την απώλεια που 

θα είναι ίση ή θα υπερέχει κατά Χ% του χρόνου, δηλαδή για να καθορίσουµε το VaR. 

    

Περιγραφή µεθόδου 

Εκτιµώντας  το VaR ενός περιουσιακού στοιχείου, για παράδειγµα, όπου οι 

δυνατές τιµές κατανέµονται κανονικά µε µέση τιµή Є 120 εκατοµ. και µε ετήσια τυπική 

απόκλιση Є10 εκατοµ., µε 99% διάστηµα εµπιστοσύνης µπορούµε να πούµε ότι η 

αξία του δεν θα πέσει κάτω από Є96.7 εκατοµ. (2.33 τυπικές αποκλίσεις από τη µέση 

τιµή) ή δεν θ’ανέβει πάνω από Є143.3 εκατοµ. (2.33 τυπικές αποκλίσεις από τη µέση 

τιµή) µέσα στο επόµενο έτος.5 Όσον αφορά όµως την εφαρµογή της µεθόδου αυτής 

σε χαρτοφυλάκια, αν και η λογική που ακολουθείται είναι η ίδια, η διαδικασία διαφέρει 

εξαιτίας της πολυπλοκότητας στην εκτίµηση των παραµέτρων δεδοµένου ότι τα 

περιουσιακά στοιχεία συχνά αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Για παράδειγµα, σ’ένα 

χαρτοφυλάκιο µε 100 περιουσιακά στοιχεία θα υπάρχουν 49.500 συνδιακυµάνσεις 

που θα πρέπει να εκτιµηθούν εκτός από τις 100 µεµονωµένες διακυµάνσεις, κάτι που 

                                                           
5
 Έχουμε χρησιμοποιήσει 99% διάστημα εμπιστοσύνης που μεταφράζεται σε 2.33 τυπικές αποκλίσεις 

από κάθε πλευρά του μέσου( θετική και αρνητική ). 95% διάστημα εμπιστοσύνης μεταφράζεται σε 

1.65 τυπικές αποκλίσεις και 90% διάστημα εμπιστοστοσύνης ως 1.96 τυπικές αποκλίσεις.  
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όπως γίνεται αντιληπτό δεν είναι καθόλου εύχρηστος τρόπος υπολογισµού µεγάλων 

χαρτοφυλακίων µε µεταβαλλόµενες θέσεις των περιουσιακών στοιχείων. 

Στην προσπάθεια µας για απλούστευση της µεθόδου κατασκευάζουµε το ρίσκο των 

µεµονωµένων επενδύσεων σ’ένα χαρτοφυλάκιο σε πιο γενικού τύπου ρίσκο αγοράς   

( risk mapping ) για να υπολογίσουµε το VaR και µετά εκτιµάµε το µέτρο βάσει της 

έκθεσης σ’αυτούς τους κινδύνους. Η διαδικασία περιλαµβάνει τέσσερα βήµατα : 

• Πρώτα παίρνουµε καθένα από τα περιουσιακά στοιχεία του χαρτοφυλακίου 

και το κατασκευάζουµε σε πιο απλό κανονικοποιηµένο εργαλείο. Σκοπός είναι 

να κατασκευάσουµε κάθε περιουσιακό στοιχείο σε ένα σύνολο από 

παράγοντες που αντιπροσωπεύουν το ρίσκο της αγοράς που στο οποίο 

υπόκειται καθένα και αντί να εκτιµήσουµε τις διακυµάνσεις και 

συνδιακυµάνσεις πάρα πολλών περιουσιακών στοιχείων, εκτιµάµε τους 

κοινούς παράγοντες ρίσκου στους οποίους αυτά εκτίθενται. Το πλεονέκτηµα 

είναι πως τώρα οι παράγοντες αυτοί που έχουµε να εκτιµήσουµε είναι πολύ 

λιγότεροι από ότι τα περιουσιακά στοιχεία.  

 

• Έπειτα κάθε περιουσιακό στοιχείο καταγράφεται ως ένα σύνολο θέσεων σε 

καθένα παράγοντα ρίσκου της αγοράς. 

 

• Αφού έχουν προσδιοριστεί οι παράγοντες που επηρεάζουν τα περιουσιακά 

στοιχεία του χαρτοφυλακίου, ακολουθεί η εκτίµηση των διακυµάνσεων αυτών 

των παραγόντων και των συνδιακυµάνσεων τους. ( Πρακτικά αυτό γίνεται 

από ιστορικά στοιχεία ). 

 
 

• Τέλος, το VaR του χαρτοφυλακίου υπολογίζεται χρησιµοποιώντας τις 

σταθµίσεις  ( weights ) των παραγόντων κινδύνου από το βήµα 2 και τη µήτρα 

διακυµάνσεων – συνδιακυµάνσεων από το βήµα 3. 

 

 

Πλεονεκτήµατα – Μειονεκτήµατα Μεθόδου 

 

Το βασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου αυτής είναι ότι είναι πολύ γρήγορη και 

απλή στην εφαρµογή της, αφού έχουµε κάνει υποθέσεις για την κατανοµή των 
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αποδόσεων, και έχουµε υπολογίσει τη µέση τιµή, τις διακυµάνσεις και 

συνδιακυµάνσεις των αποδόσεων. 

 Παρόλα αυτά όµως υπάρχουν ορισµένοι περιορισµοί και αδυναµίες : 

 

• Υποθέτει ότι η κατανοµή κερδών - απωλειών σε κάθε χρονική στιγµή 

είναι κανονική. Αυτό δεν αποτελεί κανένα πρόβληµα αν οι αποδόσεις 

των περιουσιακών στοιχείων ή οι παράγοντες κινδύνου κατανέµονται 

κανονικά. Όµως αυτό συνήθως δεν συµβαίνει. Οπότε µπορεί να 

έχουµε το πρόβληµα της λανθασµένης υπόθεσης της κατανοµής, και 

αν υπάρχουν περισσότερο ακραίες πραγµατικές αποδόσεις απ’ότι 

υποθέτει η κανονική κατανοµή, το πραγµατικό VaR θα είναι πολύ 

υψηλότερο απ’ότι αυτό που έχουµε υπολογίσει. 

 

• Έχει περιορισµένη εφαρµογή γιατί είναι κατάλληλη µέθοδος µόνο για 

γραµµικού τύπου χαρτοφυλάκια ή για χαρτοφυλάκια που είναι 

γραµµικά βάσει των παραγόντων κινδύνου. ∆ηλαδή, δεν µπορεί να 

εφαρµοστεί σε χαρτοφυλάκια που περιλαµβάνουν παράγωγα 

(options) ή αξιόγραφα τύπου παραγώγων όπως τα µετατρέψιµα 

οµόλογα (convertible bonds) αφού οι αποδόσεις δεν είναι γραµµικές.6 

 
 

• Πιθανά λάθη στον προσδιορισµό των διακυµάνσεων – 

συνδιακυµάνσεων. Ακόµα και στην περίπτωση που η υπόθεση της 

κανονικότητας ισχύει, το VaR µπορεί να είναι λάθος αν οι 

διακυµάνσεις και οι  συνδιακυµάνσεις που έχουν υπολογιστεί είναι 

λανθασµένες µε την έννοια ότι εφόσον έχουν χρησιµοποιηθεί ιστορικά 

στοιχεία για την εκτίµηση τους µπορεί η εκτίµηση αυτή να υπόκειται σε 

µεγάλα τυπικά σφάλµατα. 

 

• Παρόµοιο πρόβληµα παρουσιάζεται στην περίπτωση που οι 

διακυµάνσεις των περιουσιακών στοιχείων και οι συνδιακυµάνσεις 

µεταξύ τους µεταβάλλονται στο χρόνο.7 

                                                           
6
 Για το σκοπό αυτό έχoυν προταθεί και έχουν  μελετηθεί μέτρα όπως το Quadratic Value-at-Risk για 

τον υπολογισμό πιο σύνθετων χαρτοφυλακίων. 
7
 Ο Engle πρότεινε ότι μπορούμε να πάρουμε καλύτερες εκτιμήσεις με τη χρησιμοποίηση μοντέλων 

που επιτρέπει στην τυπική απόκλιση να μεταβάλλεται στο χρόνο. Ιδιαίτερα τα μοντέλα ARCH 

(Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) και GARCH (Generalized Autoregressive Conditional 
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II. Μέθοδος Ιστορικής Προσοµοίωσης ( Historical Simulation ) 

 

Η µέθοδος της ιστορικής προσοµοίωσης είναι η ευκολότερη µέθοδος 

υπολογισµού του VaR για πολλών ειδών χαρτοφυλάκια ( χαρτοφυλάκια που 

περιέχουν και παράγωγα και άλλου είδους περίπλοκες θέσεις για διάφορους 

παράγοντες κινδύνου ). ∆εν γίνεται καµία υπόθεση για την κατανοµή των 

αποδόσεων, ούτε για τον τύπο των από κοινού µεταβολών των περιουσιακών 

στοιχείων ή των παραγόντων κινδύνου. 

 

 

Περιγραφή Μεθόδου 

 

Συλλέγονται ιστορικά στοιχεία των υποκείµενων τίτλων και παραγόντων 

κινδύνου για το χαρτοφυλάκιο συνήθως σε καθηµερινή βάση καλύπτοντας ένα 

µεγάλο χρονικό διάστηµα, ίσως κάποιων χρόνων. Η κατανοµή των κερδών και 

απωλειών    ( P&L distribution ) παράγεται παίρνοντας το υποκείµενο χαρτοφυλάκιο 

και υποβάλλοντας το σε πραγµατικές µεταβολές των παραγόντων αγοράς που έχουν 

συντελεστεί κατά τη διάρκεια του χρονικού διαστήµατος που έχουµε συλλέξει τα 

ιστορικά στοιχεία. Οι αλλαγές που παρατηρούνται στις τιµές θεωρούνται µία καλή 

εκτίµηση για τις µελλοντικές αλλαγές τιµών. Αφού λοιπόν έχουµε αποκτήσει τις 

αποδόσεις για κάθε περιουσιακό στοιχείο του χαρτοφυλακίου κατά τη διάρκεια µιας 

χρονικής περιόδου και έχουµε υπολογίσει τις καθηµερινές αποδόσεις του 

χαρτοφυλακίου, κατατάσσουµε τις αποδόσεις αυτές από τη χαµηλότερη στην 

υψηλότερη και βρίσκουµε την τιµή εκείνη που αντιστοιχεί στο αντίστοιχο 

ποσοστηµόριο του επιπέδου εµπιστοσύνης που έχουµε επιλέξει, και που αποτελεί 

και το VaR. 

 

 

Πλεονεκτήµατα – Μειονεκτήµατα Μεθόδου 

 

Η µέθοδος της ιστορικής προσοµοίωσης εκτός από το ότι έχει ένα σηµαντικό 

πλεονέκτηµα λόγω της απουσίας της υπόθεσης για κάποια συγκεκριµένη κατανοµή 

για τις αποδόσεις και ως εκ τούτου της ευκολίας που παρέχει για τον υπολογισµό και 

                                                                                                                                                                      

Heteroskedasticity) μπορούν να παρέχουν προβλέψεις για τη διακύμανση και κατ’επέκταση και για 

τον υπολογισμό του VaR. 
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σύνθετων χαρτοφυλακίων πέραν του γραµµικού, λαµβάνει υπόψη της τις “παχιές 

ουρές” ( fat tails ) και επειδή δεν στηρίζεται σε µοντέλα εκτίµησης δεν υπόκειται στη 

µοντελοποίηση του ρίσκου. 

Παρόλο όµως την ευκολία της µεθόδου αυτής, υπάρχουν και µειονεκτήµατα : 

1. Η µέθοδος γίνεται πολύ περίπλοκη υπολογιστικά όταν το 

χαρτοφυλάκιο περιλαµβάνει µεγάλο αριθµό περιουσιακών στοιχείων. 

 

2. Υπάρχει ιδιαίτερο πρόβληµα όταν στο χαρτοφυλάκιο προστίθενται 

καινούρια περιουσιακά στοιχεία και κίνδυνοι και ως εκ τούτου δεν 

διαθέτουµε ιστορικές τιµές γι’αυτά. Είναι ένα σηµαντικό µειονέκτηµα 

καθώς δεν µπορεί να υπολογιστεί η µεταβλητότητα και η 

συνδιακύµανση αυτού του καινούριου στοιχείου µε τα υπόλοιπα.8  

 

3. Όλα τα δεδοµένα έχουν την ίδια βαρύτητα στον υπολογισµό µας για το 

VaR κάτι το οποίο δεν είναι ορθό. Η µέθοδος αυτή θεωρεί πως οι 

αλλαγές τιµών που συντελέστηκαν στο µακρινό παρελθόν επηρεάζουν 

ακριβώς το ίδιο το VaR µε τις αλλαγές τιµών που συντελέστηκαν στο 

πρόσφατο παρελθόν. Συνεπώς αν υπάρχει τάση για αυξανόµενη 

µεταβλητότητα ακόµα και στην ίδια χρονική περίοδο, θα υποτιµήσουµε 

την τιµή του VaR. Λύση στο πρόβληµα αυτό έχει προταθεί 

σταθµίζοντας τις πιο πρόσφατες αλλαγές περισσότερο απ’ότι τις πιο 

παρελθοντικές µε το σκεπτικό ότι οι αλλαγές τιµών που 

συντελέστηκαν πιο πρόσφατα δίνουν καλύτερες εκτιµήσεις του 

άµεσου µέλλοντος. 9 

 

4. Αν και χρειαζόµαστε ένα επαρκές χρονικό διάστηµα απ’το οποίο 

προέρχονται τα δεδοµένα µας, εν τούτοις είναι ένα σηµαντικό 

πρόβληµα η κατάλληλη επιλογή αυτού του διαστήµατος. Είναι πιθανό 

αν επιλέξουµε δεδοµένα λιγότερων ηµερών απ’ότι οι παράγοντες 

κινδύνου να οδηγηθούµε σε λανθασµένο υπολογισµό του VaR. 

Σύµφωνα µε τον Jorion, ένας σωστός και πιο ακριβής υπολογισµός 

του VaR απαιτεί την ύπαρξη πολλών διαθέσιµων δεδοµένων σε 

                                                           
8
 Η πρακτική  του να  χρησιμοποιηθεί  μία σειρά τιμών ενός υπάρχοντος περιουσιακού στοιχείου με 

παρόμοια χαρακτηριστικά με το καινούριο μέχρι να υπάρξει επαρκές ιστορικό τιμών δεν είναι πάντα 

εφικτή και έγκυρη γι’αυτό είναι εφαρμόσιμη μόνο σε μεγάλα διαφοροποιημένα χαρτοφυλάκια. 
9
 Οι Boudoukh, Richardson και Whitelaw παρουσίασαν τέτοιες ιστορικές προσομοιώσεις 

χρησιμοποιώντας έναν προεξοφλητικό παράγοντα ως μηχανισμό στάθμισης των αλλαγών των τιμών. 
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υψηλότερα επίπεδα εµπιστοσύνης.10 Οι Gοorbergh και Vlaar θεωρούν 

ότι ο υπολογισµός του VaR µ’αυτή τη µέθοδο δεν µπορεί να γίνεται µε 

χρονικό ορίζοντα µικρότερο από το αντίστροφο του επιλεχθέντος 

επιπέδου εµπιστοσύνης.11  

 

 

 

III. Monte Carlo Προσοµοίωση ( Monte Carlo Simulation ) 

 

Για να παράγουµε µία εµπειρική κατανοµή κερδών – απωλειών (Profit&Loss 

distribution) αντί να χρησιµοποιήσουµε ιστορικές παρατηρήσεις όπως στη µέθοδο 

της ιστορικής προσοµοίωσης, να προσοµοιώσουµε κινήσεις των υποκείµενων τίτλων 

και παραγόντων κινδύνου σ’ένα συγκεκριµένο χρονικό ορίζοντα. Με τη µέθοδο αυτή 

λαµβάνοντας υπόψη τις τρέχουσες τιµές ως τιµές εκκίνησης µπορούµε να 

παράγουµε τεχνητά χιλιάδες πιθανές τιµές, συσχετισµένες µεταξύ τους αλλαγές 

τιµών, των υποκείµενων τίτλων και παραγόντων κινδύνου. ∆ηµιουργώντας λοιπόν 

ένα πολύ µεγάλο σύνολο σεναρίων από τυχαίους αριθµούς παίρνουµε ένα 

ιστόγραµµα των διαφορών µεταξύ αυτών των αποτελεσµάτων και της αξίας του 

υποκείµενου χαρτοφυλακίου. Το VaR είναι το χαµηλότερο ποσοστηµόριο αυτής της 

κατανοµής. 

 

Περιγραφή Μεθόδου 

  

Σύµφωνα µε τον P. Best η µέθοδος Monte Carlo περιγράφεται από πέντε βήµατα: 

1. Καθορισµός της µεταβλητότητας και της συσχέτισης µεταξύ των 

τίτλων και των παραγόντων κινδύνου. 

2. Παραγωγή κανονικής12 σειράς τιµών µε τη σωστή µεταβλητότητα. 

3. Υπολογισµός των ιδιοτιµών και των ιδιοδιανυσµάτων για την 

κατασκευή της µήτρας συσχέτισης (correlation matrix ).13 

                                                           
10

 Η επιλογή ενός πολύ μεγάλου χρονικού διαστήματος όμως μπορεί να αποτελέσει πρόβλημα 

καθώς μπορεί να μην υπάρχουν δεδομένα για όλα τα σχετικά στοιχεία και παράγοντες κινδύνου ή 

μπορεί να περιλαμβάνονται ακραία γεγονότα της αγοράς από το πολύ μακρινό παρελθόν που να μην 

είναι σχετικά με τις τρέχουσες «κανονικές» συνθήκες.  
11

 Για ένα 99% διάστημα εμπιστοσύνης χρειάζεται ένας χρονικός ορίζοντας 1/(1-0.999) =1000 

παρατηρήσεις. 
12

 Σύμφωνα με άλλους μελετητές χρειάζεται παραμετρικότητα αλλά όχι αναγκαστικά κανονικότητα. 
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4. Παραγωγή συσχετισµένων σειρών τιµών.  

5. Παραγωγή αλλαγών αξίας χαρτοφυλακίου και κατάλληλη κατάταξη 

τους για την κατασκευή του ιστογράµµατος. 

 Έτσι λοιπόν, για παράδειγµα, αν υποθέσουµε ότι παίρνουµε µία σειρά 

10,000 προσοµοιώσεων και παράγουµε τις αντίστοιχες τιµές για το υποκείµενο 

χαρτοφυλάκιο, κατατάσσουµε τις τιµές αυτές από την υψηλότερη στη χαµηλότερη και 

το 95% ποσοστηµόριο VaR θα αντιστοιχεί στην 500η µικρότερη τιµή και το 99% 

ποσοστηµόριο στην 100η χαµηλότερη τιµή.14 

 

 

Πλεονεκτήµατα – Μειονεκτήµατα Μεθόδου 

 

Βασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου Monte Carlo είναι ότι µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό του VaR οποιουδήποτε χαρτοφυλακίου και είναι 

µία αρκετά ευέλικτη µέθοδος ώστε να ανταποκρίνεται και στα παράγωγα και σε 

παρόµοιου τύπου τίτλους περιλαµβάνοντας τη µεταβολή της διακύµανσης στο 

χρόνο, τις “παχιές ουρές” ( fat tails ), και τα ακραία σενάρια. Επίσης αν και ξεκινάµε 

µε ιστορικά δεδοµένα µπορούµε να συµπεριλάβουµε και υποκειµενικές κρίσεις και 

άλλες πληροφορίες για να βελτιώσουµε την πρόβλεψη µας για την κατανοµή 

πιθανοτήτων. 

Χαρακτηριστικό µειονέκτηµα της µεθόδου Monte Carlo είναι ότι είναι 

περίπλοκη υπολογιστικά. Για παράδειγµα, για να ολοκληρωθεί µία καµπύλη 

αποδόσεων ( yield curve )15 που παράγεται µε 15 κύριους δείκτες ( key rates ) και 4 

πιθανές τιµές για τον καθένα θα απαιτούνται 1,073,741,824 προσοµοιώσεις (415).16 

Επίσης, σηµαντικό είναι ότι επειδή η µέθοδος στηρίζεται σε συγκεκριµένες 

στοχαστικές διαδικασίες για τους υποκείµενους παράγοντες κινδύνου αλλά και για τα 

                                                                                                                                                                      
13

 Τα ιδιοδιανύσματα και οι ιδιοτιμές περιγράφουν το πώς μεταβάλλονται οι αλλαγές τιμών μιας 

ομάδας παραγόντων κινδύνου μεταξύ τους. 
14

 Ή ισοδύναμα, κατατάσσουμε τις τιμές του χαρτοφυλακίου από τη χαμηλότερη στην υψηλότερη και 

παίρνουμε το 5% ποσοστημόριο και το 1% ποσοστημόριο αντίστοιχα. 
15

 H yield curve χρησιμοποιείται τυπικά για να δείξει την απόδοση για διαφορετικού χρόνου 

ωρίμανσης ομολόγων και χρησιμοποιείται για να προσδιοριστεί η καλύτερη τιμή για τα ομόλογα και 

ως οικονομικός δείκτης. Καμπύλη με θετική κλίση υποδεικνύει μία αναπτυσσόμενη οικονομία ενώ 

με επίπεδη ή αρνητική κλίση υποδεικνύει μία αργή ή συρρικνωμένη οικονομία. 
16

 Ο J.Frye πρότεινε, για την αποφυγή αυτής της υπολογιστικής δυσκολίας του Monte Carlo, να 

γίνεται η ανάλυση σ’ έναν αριθμό διακριτών σεναρίων, τα οποία  μπορούν αν δημιουργηθούν με την 

εφαρμογή ενός μικρού συνόλου προ-αποφασισμένων διαταραχών (shocks) στο σύστημα. 
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µοντέλα τιµολόγησης τίτλων όπως τα παράγωγα, ενδέχεται τα µοντέλα αυτά να είναι 

λανθασµένα και έτσι να µην έχουµε ακριβή και σωστά αποτελέσµατα. Τέλος, θα 

λέγαµε πως η µέθοδος Monte Carlo είναι συγκριτικά µε άλλες πιο ακριβή όσον 

αφορά την υποδοµή συστηµάτων και ανάπτυξης.  

 

 

3.3.1 Σύγκριση Μεθόδων  

 

Ποια από τις παραπάνω µεθόδους δίνει τα καλύτερα αποτελέσµατα? 

 

Η απάντηση σ’αυτήν την ερώτηση θα λέγαµε ότι εξαρτάται από το τι θέλουµε να 

µελετήσουµε. ∆ηλαδή αν θέλουµε να υπολογίσουµε το VaR για χαρτοφυλάκια, που 

δεν περιέχουν παράγωγα, για πολύ σύντοµες χρονικές περιόδους ( µιας ηµέρας ή 

µιας εβδοµάδας ) η µέθοδος της διακύµανσης – συνδιακύµανσης θα έχει καλά 

αποτελέσµατα, παρόλο την περιοριστική υπόθεση της κανονικότητας της κατανοµής 

των αποδόσεων. Αν υπολογίζεται το VaR για µία πηγή κινδύνου που είναι σταθερή 

και υπάρχουν επαρκείς ιστορικές παρατηρήσεις ( όπως τιµές των commodities ) η 

µέθοδος της ιστορικής προσοµοίωσης είναι καλή. Ενώ η µέθοδος προσοµοίωσης 

Monte Carlo είναι πιο κατάλληλη για την πιο γενική περίπτωση του υπολογισµού του 

VaR για µη γραµµικά χαρτοφυλάκια, που περιλαµβάνουν παράγωγα, για 

µεγαλύτερες χρονικές περιόδους, όπου τα ιστορικά δεδοµένα µεταβάλλονται και δεν 

είναι στάσιµα ( non stationary )17 και η υπόθεση της κανονικότητας αµφισβητείται. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
17

 Η έννοια της στασιμότητας εξηγείται στο κεφάλαιο 8.3. 
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3.4   ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ VAR 

 

 

3.4.1 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ VaR ΓΙΑ ΜΙΑ ΜΕΤΟΧΗ 

 

Για να υπολογίσουµε το Value at Risk µίας µετοχής, ορίζουµε πρώτα το        

Ν-ηµερών VaR ενός περιουσιακού στοιχείου σε 100α% επίπεδο εµπιστοσύνης, 

VaR[Ν],α,  για το οποίο ισχύει :        

 

P ( ∆S[Ν] ≥ - VaR[Ν],α  ) = α  

 

όπου :   S :  η αξία ενός χρηµατοοικονοµικού στοιχείου 

        ∆S[Ν] : η µεταβολή αυτής της αξίας σε Ν ηµέρες 

 

  Η ερµηνεία του ορισµού αυτού είναι : 

«Είµαστε σίγουροι κατά α% ότι η αξία του τίτλου δεν θα πέσει περισσότερο από 

VaR[Ν],α  ευρώ τις επόµενες Ν µέρες».  

 

 

 Για να υπολογίσουµε το VaR[Ν],α  πρέπει να εκτιµήσουµε την κατανοµή του ∆S[Ν] και 

γι’αυτό γίνεται η υπόθεση πρακτικά ότι ακολουθεί κανονική κατανοµή µε  Ν-ηµέρων 

µέση τιµή, µ[Ν] , και Ν-ηµερών διακύµανση σ2
[Ν] :  

 

∆S[Ν] ~ Ν (µ[Ν] , σ2
[Ν] ) 

 

Υιοθετώντας την υπόθεση αυτή, το Ν-ηµερών VaR se 100α% επίπεδο εµπιστοσύνης 

είναι18 :   VaR[Ν],α = zα σ[Ν] - µ[Ν]  

 

όπου  zα είναι ο αριθµός για τον οποίο η πιθανότητα η τυπική κατανοµή να είναι 

µικρότερη από αυτόν τον αριθµό είναι ίση µε α.  

Χαρακτηριστικό είναι ότι για τον υπολογισµό οποιουδήποτε VaR[M],α , µπορεί εύκολα 

να χρησιµοποιηθεί η µετατροπή του  µ[Ν]  και του σ[Ν] σε : 

µ[Μ]  = [\ µ[Ν]       και     σ[Μ] = ][\ σ[Ν]    , αντίστοιχα  

 

                                                           
18

 Στον υπολογισμό του VaR για πολύ μκρό χρονικό ορίζοντα, όπως μία ημέρα ή μία εβδομάδα, είναι 

σύνηθες να θεωρείται  μ[Ν] ≈0. 
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οπότε και προκύπτει ο υπολογισµός του  VaR[M],α   ως : 

VaR[M],α   = zα ][\ σ[Ν]  -  
[\ µ[Ν] 

 

Χαρακτηριστικό είναι ότι το VaR µπορεί να υπολογιστεί όχι µόνο µε τις µεταβολές της 

τιµής (∆S) αλλά και µε τις αποδόσεις ( R(Ν) = ∆S(Ν) /S ) και να έχουµε κατ’αντιστοιχία 

τη σχέση : 

P (R(Ν) ≥ - VaR[Ν],α /S ) = α . 

 

Σηµειώνεται πως, σύµφωνα µε τα παραπάνω, κάτω από την υπόθεση της 

κανονικότητας για τον υπολογισµό του VaR χρειάζονται µόνο οι εκτιµήσεις του µ[Ν] 

και του σ[Ν] , ώστε να εκτιµηθεί η κατανοµή των αποδόσεων.       

 

 

 

 

 

3.4.2  ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ VaR ΕΝΟΣ ΧΑΡΤΟΦΥΛΑΚΙΟΥ ΜΕΤΟΧΩΝ 

 

Για να υπολογίσουµε το VaR ενός χαρτοφυλακίου θα πρέπει να γνωρίζουµε 

την κατανοµή της απόδοσης του και ως εκ τούτου την κατανοµή των αποδόσεων των 

στοιχείων που το απαρτίζουν. Η σύνθεση του χαρτοφυλακίου έχει ιδιαίτερη σηµασία 

για τον υπολογισµό του κινδύνου καθώς η διαδικασία είναι περισσότερο περίπλοκη 

και απαιτητική ( µία τέτοια περίπτωση θα ήταν το χαρτοφυλάκιο να αποτελείται και 

από παράγωγα ). 

Στην περίπτωση, λοιπόν, που έχουµε ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από 

µετοχές, έστω Κ,  η µεταβολή της αξίας του σε Ν ηµέρες θα είναι  : 

 

∆P[N] = w′ ∆S[N] = ∑  `àb"  ∆Si
[N]  

όπου : 

° w = ( w1, w2, ..., wk )  : το διάνυσµα των αριθµών των µετοχών   κάθε  

περιουσιακού στοιχείου 

° ∆S[N] = ( ∆S1
[N], ∆S2

[N], �., ∆SK
[N] ) : το τυχαίο διάνυσµα της µεταβολής της 

αξίας των Ν ηµερών και των Κ περιουσιακών στοιχείων. 

° P η αξία του χαρτοφυλακίου και ∆P η µεταβολή αυτής της αξίας. 
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Ο υπολογισµός του VaR του χαρτοφυλακίου στηρίζεται στην υπόθεση ότι ∆S[N] έχει 

την εξής από κοινού κατανοµή :  ∆S[N] ~ MVNk ( µ[Ν], Σ[Ν] ) ,  

όπου :  

° µ[Ν] = ( µ1
[Ν], µ2

[Ν], �., µΚ
[Ν] )  ,  το διάνυσµα του µέσου της µεταβολής των Ν 

ηµερών. 

° Σ[Ν] , η µήτρα διακυµάνσεων – συνδιακυµάνσεων των αλλαγών των τιµών : 

 
 
 

Σ[Ν] = c(d[\]" )# d[\]"#   … d[\]"f⋮ ⋱ ⋮d[\]f" ⋯ id[\]f j#k =       

                                                                                 

                                                                            = l (d[\]" )# m"/#d[\]" d[\]#  … m[\] "f d[\]" d[\]f⋮ ⋱ ⋮m[\] f" d[\]f d[\]" m[\] f# d[\]f d[\]# ⋯ (d[\]f )# n 
 

 

 

Η µεταβολή της αξίας του χαρτοφυλακίου θα είναι τυχαία µεταβλητή εφόσον είναι 

γραµµικός συνδυασµός τυχαίων µεταβλητών : 

 

∆P[N] ~ Ν ( µp
[Ν] , (σp

[Ν] )2 ) 

όπου : 

° µp
[Ν] = w′ µ[Ν] = ∑  `Y[\]oàb"    , 

 

° (σp
[Ν] )2 = w′ Σ[Ν] w = ∑ ∑  `apb"àb" m[\]`p d[\]` d[\]p    

 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, λοιπόν, το Ν-ηµερών VaR του χαρτοφυλακίου σε 

100α% επίπεδο εµπιστοσύνης είναι :  VaRp
[Ν],α = zα σp

[Ν]  - µp
[Ν]   . 
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3.5   ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ  VΑR 

 

3.5.1 ΠΛΕΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ 

Σηµαντικό πλεονέκτηµα του VaR έναντι άλλων παραδοσιακών µέτρων 

κινδύνου ( όπως «greeks» και «sensitivities»19 ) είναι ότι µπορεί να εφαρµοστεί σε 

όλα τα χρηµατοοικονοµικά εργαλεία ( financial instruments ), ακόµη δηλαδή και στα 

µη γραµµικά µε µη κανονικές κατανοµές κερδών-απωλειών, και εκφράζεται στην ίδια 

µονάδα του µέτρου, δηλαδή ως «χαµένα χρήµατα».  

Περιλαµβάνει µία εκτίµηση των µελλοντικών γεγονότων και επιτρέπει την 

µετατροπή του κινδύνου του χαρτοφυλακίου σ’έναν µόνο αριθµό. Γι’αυτό το λόγο 

γίνεται πολύ εύκολα αντιληπτό από µη ειδικούς της αγοράς και έτσι µπορεί να 

λειτουργήσει πολύ καλά ως µέτρο κινδύνου όχι µόνο µέσα στις διάφορες 

διαβαθµίσεις µιας εταιρείας αλλά και µεταξύ της εταιρείας και των επενδυτών, των 

ρυθµιστών και άλλων µετόχων. 

Υπολογίζει τον προς τα κάτω κίνδυνο (downside risk) στις κατανοµές κερδών-

απωλειών των χρηµατοοιοκονοµικών προϊόντων σε αντίθεση µε το µέτρο της 

Τυπικής Απόκλισης που επηρεάζεται από υψηλές αποδόσεις. 

 Είναι ένα αποτελεσµατικό σύστηµα διαχείρισης κινδύνου γιατί µπορεί να 

διαχειριστεί πολλά προβλήµατα που προκύπτουν λόγω κινδύνου. Για παράδειγµα, 

µπορεί να θέσει όρια κινδύνου για µεµονωµένους επενδυτές, για τα διάφορα τµήµατα 

µιας εταιρείας αλλά και για όλη την εταιρεία.  

Το VaR µπορεί να διευκολύνει αποφάσεις στην κατανοµή κεφαλαίων, να 

δώσει µία ένδειξη του συνολικού απαιτούµενου κεφαλαίου και να βοηθήσει στην 

απόφαση για το ποιοι κίνδυνοι πρέπει να µειωθούν.  

Σηµαντικό πλεονέκτηµα του VαR είναι ότι συνοδεύεται µε µία πιθανότητα, 

λαµβάνει υπόψη τη µεταβλητότητα ( σε περιόδους όπου η µεταβλητότητα των 

αγορών αυξάνει, αυξάνεται παράλληλα και ο κίνδυνος ενός χαρτοφυλακίου ), τα 

διαφορετικά περιουσιακά στοιχεία σε ένα χαρτοφυλάκιο και το πώς αυτά 

συνδυάζονται µεταξύ τους, επιτρέποντας στη διαφοροποίηση να µειώσει τον 

µετρούµενο κίνδυνο. 
                                                           
19

Οι δείκτες ευαισθησίας μετρούν την ευαισθησία μιας μεταβλητής ως προς κάποιο παράγοντα 

κινδύνου (π.χ. διάρκεια για ομόλογα, beta για μετοχές, delta για παράγωγα). 
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3.5.2  ΜΕΙΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ  

Ένα από τα σηµαντικότερα προβλήµατα του VaR είναι πως για τον 

υπολογισµό του βασίζεται στην υπόθεση ότι οι αγορές συµπεριφέρονται «κανονικά», 

υπόθεση που συχνά παραβιάζεται καθώς κάτι τέτοιο δεν παρατηρείται στην πράξη 

αλλά αντίθετα οι αγορές παρουσιάζουν απροσδόκητες αλλαγές στις τιµές των 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων µε αποτέλεσµα σε τέτοιες περιπτώσεις να µειώνεται 

η αξία  VaR ως µέτρο εκτίµησης και πρόληψης έναντι του κινδύνου.  

∆εν µας παρέχει καµία πληροφορία για την κατανοµή των αποδόσεων 

χαρτοφυλακίου πέραν του επιλεγµένου κάθε φορά διαστήµατος εµπιστοσύνης. 

Εποµένως δεν είναι δυνατόν ένας επενδυτής να είναι αδιάφορος µεταξύ δύο 

χαρτοφυλακίων που ενώ έχουν την ίδια αναµενόµενη τιµή και το ίδιο VaR η κατανοµή 

τους διαφέρει ως προς το ότι η µία έχει κοντύτερη ουρά από την άλλη, δηλαδή η µία 

κατανοµή έχει µικρότερες πιθανότητες από την άλλη για µεγαλύτερες απώλειες. Για 

παράδειγµα, έστω ότι έχουµε να αντιµετωπίσουµε ένα πρόβληµα επιλογής 

χαρτοφυλακίου. Θεωρούµε, λοιπόν, ένα χαρτοφυλάκιο, έστω Α, µε θέση long σε 

παράγωγα ( options ), αξίας Є1000 µε µέγιστο ποσό απώλειας Є100  και 

υποθέτουµε ότι το 5% των χειρότερων περιπτώσεων σε δεδοµένο χρονικό ορίζοντα 

είναι αυτή η πιθανή απώλεια και ως εκ τούτου το VaR 5% σ’αυτό το χρονικό ορίζοντα 

θα είναι Є100. Και έχουµε και ένα άλλο χαρτοφυλάκιο, Β , αξίας πάλι Є1000 αλλά µε 

θέση short σε συµβόλαια µελλοντικής εκπλήρωσης ( futures ) που επιτρέπουν 

ενδεχόµενη απεριόριστη απώλεια. Θα µπορούσαµε να επιλέξουµε το χαρτοφυλάκιο 

Β ώστε το VaR να εξακολουθεί να είναι Є100 σ’αυτόν τον χρονικό ορίζοντα που 

έχουµε ορίσει. Στο χαρτοφυλάκιο Α, µε πιθανότητα 5% οι µεγαλύτερες απώλειες είναι 

Є100 ενώ στο χαρτοφυλάκιο Β κυµαίνονται από Є100 σε µία αυθαίρετα υψηλή τιµή. 

Καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ενώ το χαρτοφυλάκιο Β αντιµετωπίζει µεγαλύτερο 

κίνδυνο, το VaR 5% µας υποδεικνύει τα δύο αυτά χαρτοφυλάκια ως δύο 

χαρτοφυλάκια ίδιου κινδύνου. 

 

Στα παρακάτω δύο γραφήµατα παρουσιάζονται καταστάσεις όπου το Value-at-Risk 

δεν µπορεί να συλλάβει τις διάφορες µορφές της αριστερής ουράς.  Το Γράφηµα 9 

παρουσιάζει µία κατάσταση όπου οι δεσµευµένες µέσες τιµές των αριστερών ουρών  

( µεγάλες απώλειες ) είναι διαφορετικές ενώ οι τιµές των  5% VaR είναι ίδιες. Το 

Γράφηµα 10 παρουσιάζει µία κατάσταση όπου οι δεσµευµένες διακυµάνσεις των 

αριστερών ουρών ( µεγάλες απώλειες ) είναι διαφορετικές αλλά οι τιµές των 5% VaR 

είναι ίδιες: 
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Επίσης καθώς οι απώλειες υπολογίζονται υποθέτοντας ότι τα περιουσιακά 

στοιχεία µπορούν να πωληθούν στις τρέχουσες τιµές, αν η επιχείρηση έχει στην 

κατοχή της µεγάλο αριθµό µη ρευστοποιήσιµων στοιχείων ο υπολογισµός κινδύνου 

µε το VaR µπορεί να υποεκτιµά τις πραγµατικές απώλειες αφού τα περιουσιακά αυτά 

στοιχεία µπορεί να πωληθούν µε έκπτωση. ∆ηλαδή το VaR δεν λαµβάνει υπόψη του 

κινδύνους όπως ο κίνδυνος ρευστότητας ( liquidity risk ), ο πολιτικός κίνδυνος             

( political risk ) και ο κίνδυνος που απορρέει από τις ρυθµιστικές αρχές ( regulatory 

risk ).  

Ένα άλλο µειονέκτηµα του VaR που συνδέεται µε το γεγονός ότι δεν λαµβάνει 

υπόψη του το πιθανό µέγεθος απώλειας πέραν του διαστήµατος εµπιστοσύνης είναι 

ότι µπορεί εύκολα κανείς να χειραγωγήσει το VaR αφού στηρίζεται στον υπολογισµό 

Γράφημα 9 

0 

5% quantile 

X 5% quantile 

0 

Γράφημα 10 
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ενός µόνο ποσοστηµορίου. Θα µπορούσε δηλαδή να αυξηθεί σηµαντικά ο κίνδυνος 

στην ουρά της κατανοµής µε απλώς µόνο µε αγοραπωλησίες παραγώγων.                 

( Ακολουθεί σχετικό παράδειγµα στο τέλος του κεφαλαίου ).   

Το VaR είναι δύσκολο στον έλεγχο και στη βελτιστοποίηση για µη κανονικές 

κατανοµές, γεγονός που µας δυσκολεύει στον υπολογισµό του βέλτιστου 

χαρτοφυλακίου όταν ελαχιστοποιούµε τον κίνδυνο για δεδοµένη απαιτούµενη 

απόδοση, καθώς το VaR έχει πολλά ακρότατα.  

Η εξάρτηση του υπολογισµού του VaR βάσει των ιστορικών στοιχείων20 

αποτελεί πρόβληµα καθώς η «ιστορία» µπορεί να µην είναι ένα καλό εργαλείο για να 

προβλέψουµε τον κίνδυνο. Για παράδειγµα, αν η εξεταζόµενη χρονική περίοδος είναι 

σχετικά σταθερή, το VaR που θα υπολογίσουµε θα υποεκτιµά τον ενδεχόµενο 

κίνδυνο. Ή αντίθετα αν η εξεταζόµενη περίοδος έχει αρκετές διακυµάνσεις, το VaR 

θα είναι αρκετά υψηλό. 

Συµπληρωµατική και αναγκαία είναι η µέθοδος stress – testing για την 

ταυτοποίηση και ποσοτικοποίηση της επίδρασης των ακραίων αλλαγών των τιµών 

των περιουσιακών στοιχείων, καθώς µε το VaR µπορούµε να εκτιµήσουµε µεν την 

ανώτατη απώλεια χρηµάτων αλλά τα αποτελέσµατα που θα προκύψουν στην 

περίπτωση που υπάρξουν ακραίες αλλαγές θα είναι µη ακριβή και αναξιόπιστα.  

 

Τέλος, σηµαντικό πρόβληµα του VaR είναι ότι δεν αποτελεί συνεπές µέτρο 

κινδύνου ( coherent measure of risk ) 21 γιατί παραβιάζει µία από τις υποθέσεις της 

συνέπειας, αυτή της υποπροσθετικότητας ( Subadditivity ). Η παραβίαση της 

συνέπειας αυτής συνεπάγεται ότι η διαφοροποίηση του χαρτοφυλακίου µπορεί να 

αυξήσει τον κίνδυνο.                                                             

 

 

 

 

                                                           
20

 Τα ιστορικά στοιχεία εκτός από τη μέθοδο της ιστορικής προσομοίωσης, χρησιμοποιούνται και 

στον υπολογισμό της μήτρας διακύμανσης- συνδιακύμανσης στην αντίστοιχη μέθοδο, και στη 

μέθοδο Monte Carlo που αν και δεν είναι απαραίτητο είναι το πιο σύνηθες. 
21

 Η έννοια της συνέπειας αναλύεται στο κεφάλαιο 5. 
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Παράδειγµα χειραγώγησης του Value-at-Risk22 

 

 

Το παράδειγµα αυτό αποδεικνύει πόσο εύκολη είναι η χειραγώγηση του VaR από τη 

στιγµή που υπολογίζει µόνο ένα ποσοστηµόριο και γίνεται αντιληπτή στο παρακάτω 

σχήµα µε αγοραπωλησίες παραγώγων: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η σταθερή γραµµή αντιστοιχεί σε µία συνάρτηση κατανοµής Κερδών –Απωλειών 

(P&L) ενός συγκεκριµένου τίτλου. Το VaR του τίτλου αυτού είναι το VaR0 καθώς αυτό 

                                                           
22

 Danielsson, J (2001): The emperor has no clothes: limits to risk modeling”, Working Paper, Financial 

Markets Group, London School of Economics. 
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αντιστοιχεί στο χαµηλότερο ποσοστηµόριο της κατανοµής αυτής. Είναι δυνατόν να 

µειώσει κανείς αυτό το VaR σ’ένα αυθαίρετο επίπεδο πουλώντας και αγοράζοντας 

παράγωγα αυτού του τίτλου. Υποθέτοντας ότι το επιθυµητό επίπεδο είναι VaRD: Ένας 

τρόπος για να το πετύχει κανείς είναι να πουλήσει ένα δικαίωµα µε τιµή εξάσκησης 

ακριβώς κάτω από το VaR0 και ν’αγοράσει ένα δικαίωµα πώλησης µε τιµή εξάσκησης 

ακριβώς πάνω από το VaRD. Η διακεκοµµένη γραµµή αντιστοιχεί στη συνάρτηση 

κατανοµής P&L µετά την αγοραπωλησία των παραγώγων. Το VaR µειώνεται από 

VaR0 σε VaRD, και η πιθανότητα για µεγάλες απώλειες αυξάνεται όπως φαίνεται από 

τη δεξιά πλευρά του σχήµατος.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4:   VΑR  ΣΤΟ   ΠΛΑΙΣΙΟ ΕΠΙΤΗΡΗΣΗΣ  ΑΠΟ  ΤΗΝ   ΕΠΙΤΡΟΠΗ   ΤΗΣ                                                        

ΒΑΣΙΛΕΙΑΣ 

 

4.1 H Επιτροπή της Βασιλείας ( Basel Committee ) 

Η Επιτροπή της Βασιλείας για την Τραπεζική Εποπτεία ιδρύθηκε το 1974 µε 

τη συµµετοχή 13 χωρών ( Βέλγιο, Καναδάς, Γαλλία, Γερµανία, Ιταλία, Ιαπωνία, 

Λουξεµβούργο, Ολλανδία, Ισπανία, Σουηδία, Ελβετία, Ηνωµένο Βασίλειο και ΗΠΑ ) 

και λειτουργεί υπό την αιγίδα της Τράπεζας ∆ιεθνών ∆ιακανονισµών. Κίνητρο για την  

ίδρυση της επιτροπής αυτής ήταν η άµεση ανάγκη διεθνούς συνεργασίας στον τοµέα 

της τραπεζικής εποπτείας, ανάγκη που έγινε εµφανέστατα έντονη από το 1973 µε την 

κατάργηση του διεθνούς νοµισµατικού συστήµατος σταθερών συναλλαγµατικών 

ισοτιµιών του Bretton Woods και τη συνακόλουθη σηµατοδότηση µιας περιόδου 

έντονων διακυµάνσεων και µεταβλητότητας των ισοτιµιών και των επιτοκίων που 

εξέθεσε τα πιστωτικά ιδρύµατα στον άγνωστο µέχρι τότε κίνδυνο των 

συναλλαγµατικών και επιτοκιακών µεταβολών. Η Επιτροπή διατυπώνει εποπτικά 

πρότυπα και κατευθύνσεις και προτείνει βέλτιστες πρακτικές, µε την προσδοκία ότι οι 

επιµέρους εποπτικές αρχές θα λάβουν µέτρα για την εφαρµογή τους µέσω θεσµικών 

ή άλλων προσαρµογών, οι οποίες ενδείκνυνται για τα εθνικά τους συστήµατα. Η 

Επιτροπή δεν έχει τη µορφή υπερεθνικής εποπτικής αρχής και τα συµπεράσµατα της 

δεν έχουν δεσµευτική νοµική ισχύ. Σκοπός της Επιτροπής, δηλαδή , είναι να 

διασφαλίσει την οικονοµική ορθότητα χρηµατοπιστωτικών ιδρυµάτων, να διατηρήσει 

την εµπιστοσύνη των πελατών για την ικανότητα εκπλήρωσης των υποχρεώσεων 

αυτών των ιδρυµάτων, να εξασφαλίσει την σταθερότητα του χρηµατοοικονοµικού 

συστήµατος γενικά, και να προστατέψει τους καταθέτες από χρηµατοοικονοµικές 

απώλειες, µε την προτροπή για χρησιµοποίηση εκσυγχρονισµένων τεχνικών 

διαχείρισης κινδύνου και εξασφάλισης για την αντιστοιχία των προκείµενων κινδύνων 

των εργασιών τους µε την ικανότητα για αποτελεσµατική διαχείριση τους.    

 

4.2 Η Συµφωνία της Βασιλείας I 

Τα πιστωτικά ιδρύµατα µε την παροχή των υπηρεσιών τους στην πελατειακή 

τους βάση αναλαµβάνουν κινδύνους και χρησιµοποιούν για την προστασία τους τα 

ίδια κεφάλαια τους. Η µεταβλητότητα των αγορών δηµιούργησε την ανάγκη 
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καθορισµού ενός δείκτη που θα συσχέτιζε τους αναλαµβανόµενους κινδύνους µε τα 

ελάχιστα απαιτούµενα κεφάλαια. 

Το πρόβληµα της ελάχιστης κεφαλαιακής επάρκειας των τραπεζών 

αντιµετωπίστηκε από την Επιτροπή το 1988 µε την παρουσίαση ενός συστήµατος 

κεφαλαιακής µέτρησης, το οποίο έγινε γνωστό ως Συµφωνία της Βασιλείας (Basel 

Capital Accord) ή Βασιλεία I. Το σύστηµα αυτό εισήγαγε την εφαρµογή ενός πλαισίου 

µέτρησης του πιστωτικού κινδύνου23 των εντός και εκτός ισολογισµού στοιχείων του 

ενεργητικού (σταθµισµένο ενεργητικό), θέτοντας ταυτόχρονα ένα ελάχιστο όριο 

απαιτούµενων εποπτικών κεφαλαίων24 ίσο µε 8% του σταθµισµένου ενεργητικού. 

∆ηλαδή, για κάθε 100 ευρώ σταθµισµένο για κινδύνους ενεργητικό απαιτούνταν 

ελάχιστα κεφάλαια 8 ευρώ. Η εκτίµηση του σταθµισµένου ενεργητικού γίνεται µε τη 

χρήση συντελεστών στάθµισης ανάλογα µε την έκθεση του πιστωτικού οργανισµού 

στον πιστωτικό κίνδυνο ανά κατηγορία οφειλέτη25. 

Γενικά, λοιπόν, έχουµε το ελάχιστο εποπτικό κεφάλαιο ( Regulatory Capital ) που 

σχετίζεται µε δάνεια ή άλλα εγχρήµατα περιουσιακά στοιχεία, εξασφαλίσεις, ή 

συµβόλαια παραγώγων υπολογίζεται ως :                                                                    

Εποπτικό Κεφάλαιο=(Συντελεστής Στάθµισης Κινδύνου)x(Έκθεση στον κίνδυνο) x8%.  

Τα αποτελέσµατα από την επιβολή των κανόνων της Βασιλείας I ήταν 

σηµαντικά και δεν άργησαν να φανούν στο τραπεζικό σύστηµα µε την αύξηση των 

εποπτικών ιδίων κεφαλαίων, καθώς επίσης και µε τη δηµιουργία εποπτικών 

συνθηκών ισότιµου ανταγωνισµού. 

 

 

 

                                                           
23

 Το αρχικό πλαίσιο περιλάμβανε τον πιστωτικό κίνδυνο και αργότερα ( 1996 ) συμπληρώθηκε και 

με τους κινδύνους αγοράς, δηλαδή, τον συναλλαγματικό, τον επιτοκιακό και τον κίνδυνο από τους 

μετοχικούς τίτλους. 
24

 Εποπτικά κεφάλαια είναι τα κεφάλαια τα οποία η εποπτική αρχή απαιτεί να τηρούνται ώστε να 

καλύπτεται η Τράπεζα απέναντι στους διάφορους κινδύνους που αναλαμβάνει. Εκφράζουν κατά 

κάποιο τρόπο την άποψη της εποπτικής αρχής για το οικονομικό κεφάλαιο της Τράπεζας και 

ενσωματώνουν τους «φόβους» της εποπτικής αρχής για την ασφάλεια του χρηματοπιστωτικού 

οργανισμού. 
25

 Μικρότερου πιστωτικού κινδύνου είναι οι Κεντρικές Κυβερνήσεις και Κεντρικές Τράπεζες ( οι 

οποίες υπόκεινται στο διαχωρισμό των κρατών ανάλογα με τα στοιχεία του ΟΟΣΑ) ,και στη συνέχεια 

ακολουθούν  τα Πιστωτικά Ιδρύματα και Επιχειρήσεις. 
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4.3 Βασιλεία II  

Αν και η επιτυχία της συνθήκης της Βασιλείας I για τη δηµιουργία µίας 

ενιαίας µεθοδολογίας αξιολόγησης της κεφαλαιακής επάρκειας ήταν 

αδιαµφισβήτητη, µε την πάροδο του χρόνου διαπιστώθηκε η ανάγκη βελτίωσης 

των µεθοδολογιών µέτρησης του πιστωτικού κινδύνου, αναγνώρισης και 

µέτρησης του λειτουργικού κινδύνου και συστηµατικότερης εποπτείας. Ύστερα 

από διαβουλεύσεις αρκετών ετών η επιτροπή της Βασιλείας δηµοσίευσε τον 

Ιούνιο του 2004 το νέο σύµφωνο κεφαλαιακής επάρκειας, τη λεγόµενη Βασιλεία 

II. Οι νέες προτάσεις της Επιτροπής της Βασιλείας βασίζονται σε τρεις πυλώνες: 

° Πυλώνας Ι: επιβολή ελάχιστων κεφαλαιακών απαιτήσεων για την 

κάλυψη των αναλαµβανόµενων κινδύνων και εισαγωγή µέτρησης του 

λειτουργικού κινδύνου. 

° Πυλώνας ΙΙ: εποπτικές διαδικασίες ανασκόπησης και αξιολόγησης της 

κεφαλαιακής επάρκειας των πιστωτικών ιδρυµάτων. 

° Πυλώνας ΙΙΙ: πειθαρχία της αγοράς µέσω της δηµοσιοποίησης 

στοιχείων σχετικά µε τη διάρθρωση των αναλαµβανόµενων κινδύνων 

και της κεφαλαιακής επάρκειας των πιστωτικών ιδρυµάτων.  

 

Η Βασιλεία II πρότεινε δύο διαφορετικές προσεγγίσεις για τον υπολογισµό του 

ελάχιστα απαιτούµενου κεφαλαίου : 

° Standard Approach (SA), η προσέγγιση της οποίας είναι παρόµοια µε 

την πρόταση της Συνθήκης της Βασιλείας, αλλά οι συντελεστές 

στάθµισης δίνονται ανάλογα µε την φερεγγυότητα του πιστωτικού 

ιδρύµατος. 

° Internal Rating Based Approach (IRB), η οποία διακρίνεται σε 

Foundation Internal Rating (F-IRB) και Advanced Internal Ratings 

Based Approach (A-IRB). Με τη µέθοδο αυτή επιτρέπεται στους 

χρηµατοοικονοµικούς οργανισµούς ( µόνο σε εκείνους που έχουν τις 

απαραίτητες ικανότητες για την εφαρµογή την IRB µέθοδο ) να 

εκτιµούν εσωτερικά την ποσότητα κεφαλαίου που χρειάζεται για την 

κάλυψη των κινδύνων στους οποίους εκτίθενται. Για την εφαρµογή 

των εσωτερικών αυτών µοντέλων οι χρηµατοοικονοµικοί οργανισµοί 

µπορούν να χρησιµοποιήσουν οποιουδήποτε είδους µοντέλο Value-

at- Risk. 
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4.4 VaR και Βασιλεία II 

Σύµφωνα, λοιπόν, µε τη Βασιλεία II  οι χρηµατοοικονοµικοί οργανισµοί πρέπει 

να υπολογίζουν σε καθηµερινή βάση τον κίνδυνο αγοράς που αντιµετωπίζουν 

χρησιµοποιώντας ένα µοντέλο Value at Risk. Απαιτείται για τον υπολογισµό του ένα 

99% µονόπλευρο διάστηµα εµπιστοσύνης. Επίσης, η ελάχιστη περίοδος 

διακράτησης πρέπει να είναι 10 ηµέρες συναλλαγής. Η επιλογή της περιόδου 

παρατήρησης των ιστορικών στοιχείων που χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό του 

VaR πρέπει να περιοριστεί σε µία ελάχιστη διάρκεια ενός έτους. 

Πραγµατοποιείται παραβίαση όταν αρνητικές αποδόσεις ξεπερνούν την 

προβλεπόµενη τιµή του VaR τη χρονική στιγµή t, τέτοια ώστε οι πραγµατικές 

απώλειες ενός χαρτοφυλακίου να είναι µεγαλύτερες απ’ότι είχε προβλεφθεί. Στο 

πλαίσιο της Βασιλείας II, το πρόβληµα βελτιστοποίησης που αντιµετωπίζουν οι 

πιστωτικοί οργανισµοί, λαµβάνοντας υπόψη τον αριθµό των παραβιάσεων και τις 

ακριβείς προβλέψεις του VaR ως µεταβλητές απόφασης είναι διατυπώνεται ως εξής : 

Minimize DCCt = sups−(3 + v)wxyz{  , −wxy!R" |26  
όπου : 

° DCC (Daily Capital Charges): καθηµερινή «κεφαλαιακή απαίτηση». 

° VaRt:  Value-at-Risk για την ηµέρα t. 

° VaRt  =  ~�t - zt d�t  

° ~�t :  εκτιµηµένη απόδοση στο χρόνο t 

° zt:  1% (αρνητική) κριτική τιµή της κατανοµής των αποδόσεων στο 

χρόνο t. 

° d�t: εκτίµηση µεταβλητότητας στο χρόνο t. 

° wxyz{��������  : η µέση τιµή του VaR για τις προηγούµενες 60 εργάσιµες 

ηµέρες. 

° 0 ≤ k ≤ 1 :η «τιµωρία» παραβίασης σύµφωνα µε τη Βασιλεία 

II.(πίνακας 1) 

Οι επενδυτές µπορούν να επιλέξουν περιουσιακά στοιχεία στην κατασκευή 

ενός χαρτοφυλακίου, αλλά δεν µπορούν να ελέγξουν την καθηµερινή απόδοση του 

χαρτοφυλακίου. Εντούτοις, µπορούν να ελέγξουν την καθηµερινή «κεφαλαιακή 

απαίτηση» µε µία βάσιµη εκτίµηση της µεταβλητότητας (σ) που θα επηρεάσει το VaR 

και το k. 
                                                           
26

 Αναφερόμαστε στο supremum, ως το ελάχιστα ανώτερο σύνορο του συνόλου.  
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Πίνακας 1 

Ζώνες «Τιµωρίας» ανάλογα µε τις παραβιάσεις  

σύµφωνα µε τη Βασιλεία II 

* Ο αριθµός των παραβιάσεων αντιστοιχεί στις 250 εργάσιµες ηµέρες 

 

Οι τιµές του συντελεστή k που αντιστοιχούν στα κωδικοποιηµένα χρώµατα είναι 

σηµαντικές γιατί υψηλότερη ( χαµηλότερη ) απόλυτη τιµή εκτίµησης του VaR θα τείνει 

να αυξήσει ( µειώσει ) την καθηµερινή απαιτούµενη κεφαλαιακή απαίτηση, µε µία 

χαµηλότερη ( υψηλότερη ) τιµή του k. 

 

 

4.5 Stressed Value-at-Risk και Βασιλεία II 

Η παγκόσµια οικονοµική κρίση που ξεκίνησε από τα µέσα του 2007 προέβαλε     

ως επιτακτική ανάγκη την τροποποίηση και συµπλήρωση ορισµένων κανόνων της 

Βασιλείας II ( 9 Ιουλίου 2009 ). Μία από τις τροποποιήσεις αφορούσε την εισαγωγή 

του λεγόµενου stressed Value-at Risk (sVaR) καθώς οι υπολογισµοί µε το VaR 

υποεκτιµούσαν σε µεγάλο βαθµό τον πραγµατικό κίνδυνο της αγοράς ( η οποία 

τροποποίηση πρέπει να εφαρµοστεί µέχρι τις 31 ∆εκεµβρίου 2010 ). Γι’αυτό, λοιπόν, 

απαιτείται από τους πιστωτικούς οργανισµούς να υπολογίζουν επιπλέον από το VaR 

και το sVaR λαµβάνοντας υπόψη περίοδο παρατήρησης ιστορικών στοιχείων που 

σχετίζονται µε σηµαντικές απώλειες 1 έτους, βασισµένο σε υπολογισµό του  10 

ηµερών-VaR του παρόντος χαρτοφυλακίου µε µονόπλευρο 99% διάστηµα 

εµπιστοσύνης. Αυτή η προσθήκη του sVaR βοηθάει επίσης στη µείωση της 

Ζώνη Αριθµός Παραβιάσεων* k 

Πράσινη ( Green )  0 έως 4 0.00 

Κίτρινη ( Yellow ) 

5 0.40 

6 0.50 

7 0.65 

8 0.75 

9 0.85 

Κόκκινη ( Red ) 10+ 1.00 
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προκυκλικότητας του ελάχιστα απαιτούµενου κεφαλαίου για την αντιµετώπιση του 

κινδύνου αγοράς. 

Έτσι η «κεφαλαιακή απαίτηση» για τους πιστωτικούς οργανισµούς σε καθηµερινή 

βάση διαµορφώνεται ως εξής :  

c = max { wxy!R" �, �(3 + v) �wxyz{  | + max { �wxy!R" �, (3 + v) ��wxyz{  |  
όπου τώρα το sVaRt αντιστοιχεί στο stressed VaR της ηµέρας t και το  �wxyz{���������� στη 

µέση τιµή του stressed VaR των προηγούµενων 60 εργάσιµων ηµερών. 

 

Σε έρευνα που διεξήχθη από την Επιτροπή της Βασιλείας τον Ιανουάριο του 

2009 σε 43 τράπεζες από σύνολο 10 χωρών27 αποδείχθηκε ότι η εισαγωγή του 

stressed VaR οδήγησε σε µία γενική αύξηση των κεφαλαιακών απαιτήσεων της 

τάξης του 4.6%, που µεταφράζεται σε αύξηση των κεφαλαιακών απαιτήσεων λόγω 

κινδύνου αγοράς της τάξης του 110.8%. Κατά µέσο όρο το stressed VaR 

αποδείχθηκε 2.6 φορές το VaR.   

 

 

 

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
27

 Αποτελέσματα για τη μέτρηση του stressed VaR κατατέθηκαν από τις 38 από τις 43 τράπεζες. 

Περαιτέρω ανάλυση βλ.Basel Committee on Banking Supervision – Analysis of trading book 

quantitative impact study (October 2009). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: ΣΥΝΕΠΗ ΜΕΤΡΑ ΚΙΝ∆ΥΝΟΥ ( Coherent Measures of Risk ) 

 

Για τον ορισµό ενός µέτρου κινδύνου γενικά, προσδιορίζουµε ένα σύνολο αποδοχής,  

acceptance set  ( A ), δηλαδή το σύνολο των µελλοντικών καθαρών αξιών που είναι 

αποδεκτές σε έναν ελεγκτή28 και ορίζουµε ως µέτρο κινδύνου την «απόσταση» µιας 

συγκεκριµένης θέσης ( position ) από αυτό το σύνολο. Αυτή η απόσταση είναι το 

ποσό των χρηµάτων που αντιστοιχεί στο ελάχιστο απαιτούµενο κεφάλαιο από τον 

ρυθµιστή για την αποδοχή της θέσης.  

 

Το σύνολο αποδοχής (Α) έχει τις παρακάτω ιδιότητες : 

° Μια θέση µε καθαρή τελική αξία που είναι πάντα θετική δεν απαιτεί 

επιπλέον κεφάλαιο, οπότε και ανήκει στο σύνολο αποδοχής. 

 

° Μία θέση µε καθαρή τελική αξία που είναι πάντα αυστηρά αρνητική 

απαιτεί πάντα επιπλέον κεφάλαιο, οπότε και δεν ανήκει στο σύνολο 

αποδοχής. 

 

° Το σύνολο αποδοχής είναι κυρτό, δηλαδή αν οι θέσεις α και b ανήκουν 

στο Α τότε ανήκει στο Α και ο κυρτός συνδυασµός τους, λα + ( 1 – λ)b,       

λ Є (0, 1). 

 

 

 

 

 

 

                                                           
28

 Ο ελεγκτής θα μπορούσε να είναι ένας ρυθμιστής ή μία εταιρεία εκκαθάρισης συναλλαγών ή ένας 

επενδυτικός διαχειριστής. 
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5.1 Ορισµός και Ιδιότητες Συνέπειας 

Έστω ένα σύνολο  πραγµατικών τυχαίων µεταβλητών. Μια   συνάρτηση           

ρ: F →  καλείται συνεπές µέτρο κινδύνου αν ικανοποιεί το παρακάτω σύνολο 

ιδιοτήτων (όπου Χ, Υ τυχαίες µεταβλητές αποδόσεων αντίστοιχων χαρτοφυλακίων µε 

συγκεκριµένο χρονικό ορίζοντα Τ και ρ(.) είναι το µέτρο κινδύνου του υποκείµενου 

χαρτοφυλακίου) :  

1. Μονοτονικότητα (Monotonicity): Αν Χ,Υ  Χ ≤ Υ τότε ρ(Χ) ≥ ρ(Υ) . 

Σύµφωνα µ’αυτήν την ιδιότητα ένα χαρτοφυλάκιο που παράγει 

χειρότερο αποτέλεσµα απ’ότι ένα άλλο, το µέτρο κινδύνου του πρέπει 

να είναι µεγαλύτερο.  

 

 

 

 

 

 
Initial Position 

Acceptable position 

with Minimum 

Distance from the 

Initial Position 

Minimum Capital 
Requirement (in Є) to 

make the position 

acceptable 

Acceptance Set 

(Α) 

 

Γράφημα 12 
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2. Θετική οµογένεια (Positive Homogeneity): Αν  Χ Є F, λ ≥ 0, λΧ Є F 

τότε ρ(λΧ) = λρ(Χ) . Σύµφωνα µ’αυτήν την ιδιότητα, αλλάζοντας το 

µέγεθος του χαρτοφυλακίου κατά λ πρέπει αυτό να έχει ως 

αποτέλεσµα το µέτρο κινδύνου να πολλαπλασιάζεται κατά λ κι εκείνο. 

Για παράδειγµα, ο κίνδυνος διακράτησης 100 µεριδίων µιας 

συγκεκριµένης µετοχής θα πρέπει να είναι ακριβώς 100 φορές επί τον 

κίνδυνο διακράτησης ενός µεριδίου αυτής της µετοχής. 

 

3. Αναλλοίωτο  ως προς µεταθέσεις (translation invariant) : Αν Χ Є F, 

 α Є , τότε ρ( Χ + α ) = ρ(Χ) - α . Σύµφωνα µ’αυτήν την ιδιότητα, αν 

προσθέσουµε µία ποσότητα µετρητών α στο χαρτοφυλάκιο, το µέτρο 

κινδύνου του πρέπει να µειωθεί κατά την ποσότητα α. 

 

4. Υποπροσθετικότητα ( subadditivity ) : Αν Χ, Υ, Χ + Υ Є F, τότε 

 ρ( Χ+ Υ ) ≤ ρ(Χ) + ρ(Υ). ∆ηλαδή, τα µέτρα κινδύνου για δύο 

χαρτοφυλάκια που έχουν συγχωνευτεί, δεν πρέπει να είναι 

µεγαλύτερα από το άθροισµα των κινδύνων τους πριν να 

συγχωνευτούν. Πρέπει, µε άλλα λόγια να λαµβάνεται υπόψη η 

διαφοροποίηση κινδύνου. 

Η ιδιότητα αυτή είναι πολύ σηµαντική και η παραβίαση της δηµιουργεί 

πολλά προβλήµατα. Για παράδειγµα, αν ένα µέτρο κινδύνου 

συναλλαγής δεν ικανοποιεί αυτήν την ιδιότητα, µπορεί ένας επενδυτής 

που επιθυµεί να αναλάβει το σύνολο κινδύνου ( Χ + Υ ) να 

δηµιουργήσει δύο λογαριασµούς, έναν που υπόκειται στον κίνδυνο Χ 

και έναν στον κίνδυνο Υ, µε αποτέλεσµα να δηµιουργήσει την 

απαίτηση για µικρότερη κεφαλαιακή εξασφάλιση του συνόλου               

{ ρ(Χ) + ρ(Υ) }, γεγονός που αποτελεί ένα σηµαντικό ζήτηµα για την 

συναλλαγή. Όπως επίσης, ένα άλλο παράδειγµα θα ήταν η 

περίπτωση όπου µία επιχείρηση που θα έπρεπε να ικανοποιήσει ένα 

απαιτούµενο επιπλέον κεφάλαιο και δεν θα πληρούσε την ιδιότητα της 

υποπροσθετικότητας, θα είχε το κίνητρο να διασπαστεί 

δηµιουργώντας δύο ξεχωριστά συνδεδεµένα µέλη της εταιρείας, 

γεγονός που αποτελεί ένα ζήτηµα για τον ρυθµιστή. 

 

Τα µέτρα κινδύνου θεωρούνται ότι πρέπει να είναι συνεπή ώστε να µην 

λαµβάνονται υπόψη µόνο τα ποσοστηµόρια της κατανοµής απωλειών στο 
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συγκεκριµένο επίπεδο εµπιστοσύνης, έστω α, αλλά και πληροφορίες σχετικά µε την 

αναµενόµενη απώλεια που θα µπορούσε να συµβεί µε πιθανότητα µικρότερη του α. 

Το VaR δεν θεωρείται συνεπές µέτρο κινδύνου καθώς παραβιάζει την 

τελευταία προαπαιτούµενη υπόθεση της θεωρία της συνέπειας (coherency) των 

µέτρων κινδύνου, την υποπροσθετικότητα (subadditivity). ∆ηλαδή, ενώ για µέτρα 

κινδύνου που ικανοποιούν την ιδιότητα αυτή η διαφοροποίηση οδηγεί σε µείωση 

κινδύνου, στην περίπτωση του VaR η διαφοροποίηση µπορεί να οδηγήσει σε αύξηση 

του ακόµα και όταν ο κίνδυνος των επιµέρους στοιχείων του χαρτοφυλακίου 

προκαλούνται από αµοιβαίως αποκλειόµενα γεγονότα.  

Η ιδιότητα, λοιπόν, της υποπροσθετικότητας είναι απαραίτητη σε πολλές  

περιπτώσεις, όπως για επάρκεια κεφαλαιακών απαιτήσεων στην τραπεζικό έλεγχο, 

και στα προβλήµατα βελτιστοποίησης χαρτοφυλακίου. Στην περίπτωση αυτή, η 

έννοια της υποπροσθετικότητας συνδέεται µε την κυρτότητα της επιφάνειας  

κινδύνου  που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί στο περιβάλλον των χαρτοφυλακίων. Μόνο 

στην περίπτωση της κυρτότητας θα υπάρχει ένα µοναδικό ελάχιστο σηµείο και η 

διαδικασία ελαχιστοποίησης κινδύνου θα έχει ως αποτέλεσµα µία µοναδική καλώς 

διαφοροποιηµένη άριστη λύση. 

Απαραίτητο, λοιπόν, για τον ορισµό ενός µέτρου κινδύνου είναι η συνέπεια 

(coherency),29 κάτι το οποίο δεν ικανοποιείται από το VaR καθώς πληροί µόνο τις 

τρεις από τις τέσσερις ιδιότητες. Εναλλακτικό µέτρο κινδύνου του VaR που ικανοποιεί 

το σύνολο των παραπάνω ιδιοτήτων της συνέπειας, είναι το Conditional Value-at -

Risk (CVaR).30 

 

 

 

 

                                                           
29

 Ο ορισμός της συνέπειας έχει μελετηθεί από πολλούς συγγραφείς αλλά ο πρώτος που έδωσε την 

ονομασία αυτή «coherence» ήταν ο Artzner. Κριτική στη σημαντικότητα και την εφαρμογή των 

coherent measures of risk άσκησε ο Holton, υποστηρίζοντας ότι η έρευνα του Artzner προσέφερε 

μόνο μία «εντυπωσιακή» ονομασία και ήταν αποκλειστικά περιορισμένη σε μέτρα κινδύνου που 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν για ορισμένου μόνο τύπου υπολογισμούς κεφαλαίου. 
30

Το CVaR υποστηρίζεται ότι είναι το «καλύτερο» μέτρο κινδύνου αφού εκτός από coherent, αν έχει 

τα εξής δύο χαρακτηριστικά α.law inavariant (τυχαίες μεταβλητές  Χ,Υ που έχουν την ίδια συνάρτηση 

κατανομής έχουν και τον ίδιο κίνδυνο) και β.comonotonically additive, (η υποπροσθετικότητα γίνεται 

προσθετικότητα όταν Χ,Υ  είναι comotone)είναι και regular (βλ.Gib Basset, Roger Koenker, Gregory 

Kordas:Pessimistic Portfolio Allocation and Choquet Expected Utility). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6:  CONDITIONAL OR TAIL VALUE-AT-RISK ( CVaR or TVaR ) 

 

6.1 ΟΡΙΣΜΟΣ  

Το Conditional Value-at-Risk (CVaR) προτάθηκε από τους Rockaffaler και 

Uryasev ως το πιο δηµοφιλές εργαλείο διαχείρισης κινδύνου και ορίζεται ως η 

αναµενόµενη απώλεια στην απόδοση χρηµατοοικονοµικού τίτλου δεδοµένου ότι αυτή 

η απώλεια είναι µεγαλύτερη του επιπέδου του VaR ( για τυχαίες µεταβλητές µε 

συνεχή συνάρτηση κατανοµής ). 

Έστω X τυχαία µεταβλητή µε αθροιστική συνάρτηση Fx(z) = P{ X ≤ z}. Η µεταβλητή X 

θεωρητικά µπορεί να έχει έννοια κέρδους ή απώλειας. Εδώ την θεωρούµε µε την 

έννοια της απώλειας. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 : 

Το CVaR, λοιπόν, της µεταβλητής X σε επίπεδο εµπιστοσύνης α Є [0,1] της 

γενικευµένης α-ουράς κατανοµής (generalized α-tail distribution) είναι: 

CVaRα (X) =    �   ���7�∞R∞
(�) ,  

                          

όπου     �7�(�) = � 0        ,       ό�J� � < w�yx(�)�7(�)R �"R�   ,       ό�J� � ≥ w�yx(�)�   
 
        

Ένας πληρέστερος ορισµός σύµφωνα και µε την αντίστοιχη ανάλυση που έγινε για το 

VaR, είναι ο παρακάτω : 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2 : 

 CVaRt+h,α ( !C�!,!EI ) =  !CY!,!EI - 1/α  E(  !C�!,!EI 1  !C�!,!EI  ≤ HLNO!,!EI  (J) )  
όπου το διάνυσµα 1 αντιστοιχεί στο εξής n-διάσταυο διάνυσµα  �11⋮1� . 
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Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό το CVaR ορίζεται ως η αναµενόµενη απώλεια 

στην απόδοση του συγκεκριµένου χρηµατοοιοκονοµικού τίτλου στην περίπτωση που 

συµβούν τα γεγονότα τα οποία απεικονίζονται στο διάστηµα                                            

( -∞ , - VaRt+h,α( !C�!,!EI  ) ).  
 

Σηµειώνεται πως τυποποιώντας ο παραπάνω ορισµός διαµορφώνεται ως εξής : 

CVaRt+h,α ( !C�!,!EI ) = -1/α Ε( zt,t+h1 zt,t+h ≤ F-1
zt,t+h (α) ) ( !CZ!,!EI !)1/2  

όπου η τυχαία τυποπιηµένη µεταβλητή   zt,t+h = 
LMNOM,MPQRLMNSM,MPQ(LMNTM,MPQLM)U/V    και Fzt,t+h η 

συνάρτηση κατανοµής της. 

 

 

          

 
 

 

 

 

Για κατανοµές µε πιθανές ασυνέχειες, ο ορισµός είναι πιο περίπλοκος και µπορεί να 

διαφέρει από τις αυτές ποσότητες που ονοµάζονται  CVaR+ (upper CVaR ή αλλιώς 

mean shortfall) και CVaR-  (lower CVaR ή αλλιώς tail VaR) . Γενικά ισχύει,                               

CVaR- ≤ CVaR ≤ CVaR+ , µε την ισότητα να ισχύει όταν η συνάρτηση κατανοµής δεν 

Γράφημα 13 
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παρουσιάζει ασυνέχεια στο επίπεδο του VaR. To CVaR µπορεί να θεωρηθεί ως 

σταθµικός µέσος του VaR και του CVaR+, µε τις σταθµίσεις (weights) να εξαρτώνται 

από το υποκείµενο κάθε φορά χαρτοφυλάκιο. Σηµειώνεται ότι ενώ το CVaR είναι 

συνεπές, το CVaR- και το CVaR+ δεν είναι. 

  

 

 

6.2   ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ CVaR 

 

6.2.1 ΠΛΕΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ 

Το Conditional Value-at-Risk ή Expected Shortfall (CVaR or ES) υπολογίζει 

τα αποτελέσµατα που µπορούν να προκαλέσουν τις χειρότερες απώλειες. Για 

παράδειγµα αν L είναι η απώλεια τότε ο περιορισµός CVaR(L) ≤ �� εξασφαλίζει ότι η 

µέση τιµή των (1-α) % µεγαλύτερων απωλειών δεν θα υπερέχει το επίπεδο του ��.  

Ορίζοντας το CVaRα(Χ) για όλα τα επίπεδα εµπιστοσύνης α που ανήκουν 

στο διάστηµα (0,1), προσδιορίζεται ακριβώς η κατανοµή του Χ. Επίσης το CVaRα 

έχει το χαρακτηριστικό της µονοτονικότητας ως προς το α, όσο µικρότερο είναι αυτό 

το επίπεδο α, τόσο µεγαλύτερος είναι ο κίνδυνος.  

 

Εφαρµόζεται και σε µη κανονικές κατανοµές ( µη συµµετρικές ) κερδών-

απωλειών των χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. 

Ιδιαίτερο  χαρακτηριστικό αυτού του µέτρου κινδύνου είναι ότι χαρακτηρίζεται 

από ελκυστικές µαθηµατικές ιδιότητες και ο γραµµικός προγραµµατισµός µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για τη βελτιστοποίηση πολύ µεγάλων προβληµάτων µε γρήγορους 

και σταθερούς αλγόριθµους.    

Είναι ένα συνεπές µέτρο κινδύνου, καθώς ικανοποιεί την υπόθεση της 

υποπροσθετικότητας µε αποτέλεσµα την καλύτερη εν γένει διαχείριση του κινδύνου. 

Το CVaR είναι συνεχές όσον αφορά το επίπεδο εµπιστοσύνης α. ∆ηλαδή, 

ανεξάρτητα από την κατανοµή του υποκείµενου τίτλου, µπορούµε να πούµε µε 

σιγουριά ότι ο κίνδυνος που έχουµε υπολογίσει µε το CVaRα δεν θ’αλλάξει 
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δραµατικά όταν υπάρξει µια µικρή αλλαγή στο επίπεδο εµπιστοσύνης κάποιων έστω 

λίγων βαθµών.  

Το CVaR ενός κυρτού συνδυασµού τυχαίων µεταβλητών                                     

CVaRα( w1X1 + �+ wnΧn ) είναι κυρτή συνάρτηση  των σταθµίσεων (w1, �,wn ) που 

στην περίπτωση του χαρτοφυλακίου αντιπροσωπεύουν τις θέσεις (positions) του 

χαρτοφυλακίου. 

Η βελτιστοποίηση µε το CVaR αντιστοιχεί στη βελτιστοποίηση µε το VaR και 

παράγει τα ίδια αποτελέσµατα για κανονικές ή ελλειπτικές κατανοµές. 

 

6.2.2  ΜΕΙΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ 

Ένα από τα βασικά µειονεκτήµατα του CVaR είναι η ευαισθησία του σε λάθη 

εκτίµησης. Εάν δεν υπάρχει ένα καλό µοντέλο για την εκτίµηση της ουράς της 

κατανοµής µπορεί να µας οδηγήσει σε παραπλανητικά αποτελέσµατα. Για τη σωστή 

εκτίµηση του µοντέλου χρειάζονται και επαρκή ιστορικά δεδοµένα και όταν αυτά δεν 

είναι διαθέσιµα, ειδικά όσον αφορά την ουρά της κατανοµής, δεν πρέπει να 

στηριζόµαστε στο µέτρο αυτό.  

Ακόµα, το CVaR µπορεί να µην έχει καλή εφαρµογή όταν η βελτιστοποίηση  

του χαρτοφυλακίου γίνεται µε περιορισµένο σύνολο σεναρίων. Τα ιστορικά δεδοµένα 

δεν θα είναι ιδιαίτερα χρήσιµα, εν αντιθέσει θα οδηγήσουν σε λανθασµένα 

συµπεράσµατα, αν τα περιουσιακά στοιχεία παρουσιάζουν χαρακτηριστικό «της 

επιστροφής στη µέση τιµή» (reversion to the mean).31 

 

 

6.3  ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ VaR και CVaR 

Το µέτρο κινδύνου που χρησιµοποιείται τελικά για την εκτίµηση του κινδύνου 

και τις συνακόλουθες αποφάσεις που αφορά η εκτίµηση αυτή, εξαρτάται σε κύριο 

λόγο από τους αντικειµενικούς στόχους που θέτουµε. 

Για παράδειγµα, ένας διαχειριστής κεφαλαίου µπορεί να προτιµάει το VaR 

από το CVaR, γιατί µπορεί να επιθυµεί υψηλό µη ελεγχόµενο κίνδυνο, καθώς το VaR 
                                                           
31

 Mean reversion είναι η τάση για μία στοχαστική διαδικασία να παραμείνει κοντά, ή να επιστρέψει 

μακροπρόθεσμα στη μέση τιμή. 
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δεν είναι τόσο περιοριστικό όσο το CVaR στο ίδιο επίπεδο εµπιστοσύνης. Το 

σκεπτικό αυτό υποκινείται από το γεγονός πως γενικά ο διαχειριστής σε περίπτωση 

µιας µεγάλης αποτυχίας δεν πρόκειται να χάσει δικά του χρήµατα αλλά χρήµατα της 

εταιρείας, και έτσι, λοιπόν, η πιθανή ζηµία που µπορεί να υποστεί θα είναι µία 

ενδεχόµενη απόλυση του. Από την άλλη, µία εταιρεία πιθανότατα να προτιµά το 

CVaR, καθώς θέλει ν’αποφύγει ακραίες µεγάλες απώλειες και γι’αυτό πρέπει να τις 

ελέγξει. Χαρακτηριστική, ακόµα, είναι και η περίπτωση ενός διευθυντικού συµβουλίου 

µιας εταιρείας που µπορεί να προτιµά να χρησιµοποιεί το VaR για την παρουσίαση 

του κινδύνου στους µετόχους και τους ρυθµιστές καθώς αντιπροσωπεύει ένα 

µικρότερο νούµερο από το CVaR στο ίδιο επίπεδο εµπιστοσύνης. Από την άλλη, 

µπορεί να χρησιµοποιείται το CVaR για την εκτίµηση κινδύνου εσωτερικά στην 

εταιρεία, οπότε και δηµιουργείται ασύµµετρη πληροφόρηση µεταξύ των διάφορων 

εµπλεκοµένων µε ό,τι αυτό συνεπάγεται. 

Όταν, λοιπόν, αποφασίζουµε για το µέτρο κινδύνου που χρησιµοποιούµε, 

πέραν από την πασιφανή λογική του ότι σκοπός είναι η ελαχιστοποίηση του 

ενδεχόµενου κινδύνου που διατρέχει ένα χαρτοφυλάκιο, σηµαντικό είναι να 

προσδιορίσουµε και το σκοπό και τους στόχους που έχουµε γενικά όταν 

αποφασίζουµε να προσδιορίσουµε τον εν λόγω κίνδυνο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7: ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ

 

7.1 ΠΑΧΙΕΣ ΟΥΡΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ

 

Οι κατανοµές των αποδόσεων των περιουσιακών των χρηµατοοικονοµικών 

στοιχείων παρουσιάζουν απόκλιση από τη µορφή της κανονικής κατανοµής. ∆ηλαδή, 

η κατανοµή των αλλαγών των τιµών δεν είναι συµµετρική γύρω από τη µέσο της και 

ούτε οι αλλάγες αυτές είναι ανεξ

κατανοµής περιγράφεται κυρίως από την κυρτότητα και την ασυµµετρία

αυτά χαρακτηριστικά, η κυρτότητα (

της κατανοµής που είναι υψηλότερη και έχει πιο παχιέ

κατανοµή, είναι το πιο σύνηθες φαινόµενο στις τιµές των χρηµατοοικονοµικών 

στοιχείων ( συγκεκριµένα βαθµού κύρτωσης µεγαλύτερου του 3

αποδόσεις των στοιχείων 

student ή η Generalized

υποδηλώνοντας πως υπάρχει µεγαλύτερη πιθανότητα εµφάνισης ακραίων τιµών 

σ’αυτές απ’ότι στην κανονική κατανοµή.

µεταβλητότητα των περιουσιακών στοιχείων και

του VaR. 

 

 

  
 

 

                                                          
32

 Το φαινόμενο της ασυμμετρίας (

είναι συμμετρική γύρω από το μέσο δεν μας απασχολεί

σε παρατεταμένη κίνηση της τιμής των χρηματοοικονομικών στοιχείων προς τη μια κατεύθ

αποτελεί προσωρινό φαινόμενο και όχι κύριο χαρακτηριστικό των στοιχείων και λαμβάνεται υπόψη 

από το VaR, ή μπορεί να οφείλεται σε προσωρινά κυμαινόμενη αγορά, που σ’ αυτήν την περίπτωση 

διορθώνεται αφαιρώντας την από την κατανομή του υποκείμενου χρη

καταλήγοντας σε κατανομή με μέσο μηδέν.  
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ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ ( Non normality - Fat tails ) 

Οι κατανοµές των αποδόσεων των περιουσιακών των χρηµατοοικονοµικών 

στοιχείων παρουσιάζουν απόκλιση από τη µορφή της κανονικής κατανοµής. ∆ηλαδή, 

η κατανοµή των αλλαγών των τιµών δεν είναι συµµετρική γύρω από τη µέσο της και 

ούτε οι αλλάγες αυτές είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Η µη κανονικότητα της 

κατανοµής περιγράφεται κυρίως από την κυρτότητα και την ασυµµετρία

αυτά χαρακτηριστικά, η κυρτότητα ( kurtosis ) η οποία χαρακτηρίζεται από τη µορφή 

της κατανοµής που είναι υψηλότερη και έχει πιο παχιές ουρές από την κανονική 

κατανοµή, είναι το πιο σύνηθες φαινόµενο στις τιµές των χρηµατοοικονοµικών 

συγκεκριµένα βαθµού κύρτωσης µεγαλύτερου του 3 

αποδόσεις των στοιχείων αντιπροσωπεύονται καλύτερα από κατανοµές όπως η 

Generalized Error distribution, οι οποίες είναι λεπτόκυρτες, 

υπάρχει µεγαλύτερη πιθανότητα εµφάνισης ακραίων τιµών 

σ’αυτές απ’ότι στην κανονική κατανοµή. Οι παχιές ουρές έχουν αντίκτυπο στη 

µεταβλητότητα των περιουσιακών στοιχείων και συνακολούθως στον υπολογισµό 

                   

ασυμμετρίας (Skewness) το οποίο περιγράφει το φαινόμενο που η κατανομή δεν 

είναι συμμετρική γύρω από το μέσο δεν μας απασχολεί σ’ αυτό το σημείο γιατί  μπορεί να οφείλεται 

σε παρατεταμένη κίνηση της τιμής των χρηματοοικονομικών στοιχείων προς τη μια κατεύθ

αποτελεί προσωρινό φαινόμενο και όχι κύριο χαρακτηριστικό των στοιχείων και λαμβάνεται υπόψη 

, ή μπορεί να οφείλεται σε προσωρινά κυμαινόμενη αγορά, που σ’ αυτήν την περίπτωση 

διορθώνεται αφαιρώντας την από την κατανομή του υποκείμενου χρηματοοικονομικού στοιχείου 

καταλήγοντας σε κατανομή με μέσο μηδέν.   

Γράφημα 14 

Οι κατανοµές των αποδόσεων των περιουσιακών των χρηµατοοικονοµικών 

στοιχείων παρουσιάζουν απόκλιση από τη µορφή της κανονικής κατανοµής. ∆ηλαδή, 

η κατανοµή των αλλαγών των τιµών δεν είναι συµµετρική γύρω από τη µέσο της και 

Η µη κανονικότητα της 

κατανοµής περιγράφεται κυρίως από την κυρτότητα και την ασυµµετρία32. Απ’τα δύο 

ρακτηρίζεται από τη µορφή 

ς ουρές από την κανονική 

κατανοµή, είναι το πιο σύνηθες φαινόµενο στις τιµές των χρηµατοοικονοµικών 

 ). ∆ηλαδή οι 

καλύτερα από κατανοµές όπως η t-

, οι οποίες είναι λεπτόκυρτες, 

υπάρχει µεγαλύτερη πιθανότητα εµφάνισης ακραίων τιµών 

Οι παχιές ουρές έχουν αντίκτυπο στη 

συνακολούθως στον υπολογισµό 

 

το οποίο περιγράφει το φαινόμενο που η κατανομή δεν 

σ’ αυτό το σημείο γιατί  μπορεί να οφείλεται 

σε παρατεταμένη κίνηση της τιμής των χρηματοοικονομικών στοιχείων προς τη μια κατεύθυνση,  

αποτελεί προσωρινό φαινόμενο και όχι κύριο χαρακτηριστικό των στοιχείων και λαμβάνεται υπόψη 

, ή μπορεί να οφείλεται σε προσωρινά κυμαινόμενη αγορά, που σ’ αυτήν την περίπτωση 

ματοοικονομικού στοιχείου 
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7.2   Tο Φαινόµενο της Χρηµατοοικονοµικής Μόχλευσης (Leverage Effect) 

 

Το φαινόµενο του leverage effect αφορά την αρνητική συσχέτιση µεταξύ της 

απόδοσης της τρέχουσας περιόδου και της µελλοντικής διακύµανσης. Πρώτος ο 

Black (1976)33 έδωσε την ονοµασία του φαινοµένου αυτού µε το σκεπτικό ότι εφόσον 

παρατηρείται µεγάλη πτώση της αξίας µιας µετοχής, η µόχλευση της επιχείρησης θα 

αυξηθεί αυξάνοντας την αναλογία χρέους/ίδια κεφάλαια ( debt-to-equity ratio)  , 

αυξάνοντας έτσι την αβεβαιότητα και τον κίνδυνο. Ουσιαστικά, λοιπόν, µια πτώση της 

απόδοσης της µετοχής οδηγεί στη δηµιουργία αρνητικών προσδοκιών για την 

µετέπειτα πορεία της απόδοσης της µετοχής µε αποτέλεσµα την µελλοντική αύξηση 

της µεταβλητότητας της απόδοσης του τίτλου. Σε αντίθεση, µία αύξηση της 

απόδοσης του τίτλου δηµιουργεί θετικό κλίµα για την πορεία του και εποµένως αυτό 

οδηγεί σε µικρότερη µελλοντική διακύµανση. Έχουν αναζητηθεί πολλοί 

οικονοµετρικοί τρόποι για την περιγραφή αυτής της ασυµµετρίας λόγω του ότι το 

χαρακτηριστικό αυτό δεν το συλλαµβάνουν  όλα τα µοντέλα ετεροσκεδαστικότητας. 

Ένα από αυτά είναι το µοντέλο EGARCH (Exponential Generalized Autoregressive 

Conditional Heteroskedasticity)  που συλλαµβάνει ακριβώς αυτήν την αντίστροφη 

σχέση.  

 

                                                            

7.3  Φαινόµενο Συσπείρωσης της Μεταβλητότητας (Volatility Clustering 

Phenomenon) 

 

Συχνά παρατηρείται η συµπεριφορά της απόδοσης ενός χρηµατοοικονοµικού 

στοιχείου να µην είναι σταθερή στο χρόνο. Εν αντιθέσει παρατηρείται ότι η 

διακύµανση µεταβάλλεται στο χρόνο και έτσι µπορεί να υπάρξουν περίοδοι όπου η 

µεταβλητότητα των αποδόσεων είναι µεγαλύτερη σε σχέση µε άλλες περιόδους. Το 

φαινόµενο αυτό της οµαδοποίησης της διακύµανσης διαφαίνεται στην περίπτωση 

που µεγάλη/µικρή µεταβολή της διακύµανσης διαδέχεται µια ανάλογα µεγάλη/µικρή 

µεταβολή, ανεξάρτητα από την κατεύθυνση της µεταβολής, και έτσι δηµιουργούνται 

«οµάδες» αλλαγών της διακύµανσης στο χρόνο. Πιθανή εξήγηση γι’αυτό είναι ότι τα 

νέα έχουν άµεση επίδραση στην απόδοση της ηµέρας της ανακοίνωσης, η οποία 

βαίνει µειούµενη τις επόµενες ηµέρες. Τα µοντέλα ετεροσκεδαστικότητας 

                                                           
33

 Black F., Studies of stock market volatility changes, (1976). 
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συλλαµβάνουν το φαινόµενο αυτό και µοντελοποιώντας την υπό συνθήκη 

διακύµανση και µπορούν να προβλέψουν τη µελλοντική υπό συνθήκη διακύµανση. 

 

 

7.4  Μέρες µη διαπραγµάτευσης (non trading days) και άλλα χαρακτηριστικά 

 

° Υπάρχουν µέρες κατά τη διάρκεια του χρόνου που δεν πραγµατοποιούνται 

διαπραγµατεύσεις τίτλων καθώς οι χρηµατιστηριακές αγορές παραµένουν κλειστές, 

όπως αργίες, σαββατοκύριακα, ηµέρες διακοπών (non trading days). Το φαινόµενο 

που διακρίνεται είναι ότι µετά από αυτές τις ηµέρες παρατηρείται έντονη διακύµανση 

συγκριτικά µε τις υπόλοιπες ηµέρες. Η αιτία γι’αυτό το γεγονός είναι ότι κατά τη 

διάρκεια αυτών των µη διαπραγµατεύσιµων ηµερών συσσωρεύονται πληροφορίες οι 

οποίες διαχέονται πολύ πιο γρήγορα όταν τελικά ανοίγουν οι χρηµατιστηριακές 

αγορές και έρχονται στην επιφάνεια. 

 

° Άλλο ιδιαίτερο χαρακτηριστικό είναι η σύνδεση της διακύµανσης µε την 

«άφιξη» πληροφοριών (information arrivals) ή τα λεγόµενα προβλέψιµα γεγονότα 

(forecastable events) . Οι αποδόσεις των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων τυπικά  

υπολογίζονται και µοντελοποιούνται µε δειγµατικές παρατηρήσεις µε σταθερή 

συχνότητα, όπως ηµερήσιες, εβδοµαδιαίες ή µηνιαίες παρατηρήσεις. Ωστόσο, έχει 

παρατηρηθεί34 άµεση σύνδεση της απόδοσης των στοιχείων και της ροής της 

πληροφορίας η οποία µάλιστα δεν παρουσιάζεται σε ενιαίο και προκαθορισµένο 

χρόνο και πολύ συχνά δε γίνεται άµεσα αντιληπτή. Χαρακτηριστικά παρατηρείται 

άµεση σύνδεση µεταξύ της διακύµανσης και της ροής πληροφοριών, όπως της 

διαπραγµατεύσιµης ποσότητας των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων, της 

διαµόρφωσης των τιµών, και των µελλοντικών προβλεπόµενων γεγονότων όπως η 

ανακοίνωση διανοµής  µερισµάτων.35     

 
 

° H διακύµανση της αγοράς (market volatility) έχει επίδραση σε καθεµία από 

τις επιµέρους χρηµατοοικονοµικές αγορές που την αποτελούν. Όσο περισσότερο 

                                                           
34

 Mandelbrot and Taylor (1967), Clark (1973) 
35

 Easley and O’ Hara (1992) 
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ευµετάβλητη είναι η τιµή διαπραγµάτευσης ενός χρηµατοοικονοµικού στοιχείου, τόσο 

περισσότερο επηρεάζεται η διακύµανση από τη µεταβλητότητα της αγοράς.  

 

° Συµµεταβολή της διακύµανσης (volatility comovements). Παρατηρείται µία 

κίνηση στη διακύµανση περιουσιακών στοιχείων η οποία ακολουθεί την κίνηση στη 

διακύµανση άλλων περιουσιακών στοιχείων. Για παράδειγµα, µπορεί να δούµε το 

φαινόµενο να αυξάνει η διακύµανση σε κάποιους δείκτες και να αυξάνει και σε 

άλλους. Και αυτό µπορεί να µην παρατηρείται µόνο µε τη διακύµανση 

χρηµατοοικονοµικών στοιχείων αλλά και µε τις διακυµάνσεις διάφορων αγορών. Οι 

λόγοι αυτής της συµµεταβολής µπορεί να είναι, όπως η ύπαρξη κοινών 

χαρακτηριστικών ή κοινών τάσεων.     

 

° Χαρακτηριστικό, ακόµα, είναι η  «µακρόχρονη µνήµη» και η «µονιµότητα» 

των διαταραχών(shocks) (long memory and persistence)  που παρουσιάζουν οι 

σειρές των αλλαγών τιµών των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων. ∆ηλαδή, πολλά 

χρηµατοοικονοµικά στοιχεία, όπως τα επιτόκια, παρουσιάζουν το φαινόµενο «mean 

reversion», που αναφέρεται στο γεγονός ότι η τιµή τους θα διαφέρει σχετικά από 

κάποια πιο µακρόχρονη τιµή στην οποία κάποια στιγµή, ίσως και πολύ µακροχρόνια, 

να επιστρέψουν. Το φαινόµενο αυτό χαρακτηρίζει και τη συµπεριφορά της 

διακύµανσης, όπως και αυτό της «persistence», που περιγράφει το πόσο µια µόνο 

αλλαγή της τιµής θα επηρεάσει τις µελλοντικές προβλέψεις της µεταβλητότητας (είναι 

µια σχέση ανάλογη).   

 

Η σύλληψη και η ερµηνεία των παραπάνω χαρακτηριστικών των 

χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων αποτελεί κριτήριο για την καταλληλότητα των 

µοντέλων ετεροσκεδαστικότητας για την επιτυχή πρόβλεψη της µελλοντικής 

διακύµανσης και κατ’επέκταση του υπολογισµού των µέτρων κινδύνου.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8: ΠΡΟΒΛΕΨΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΟΤΗΤΑΣ 

   

8.1  ΜΟΝΤΕΛΑ ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗΣ ΕΤΕΡΟΣΚΕ∆ΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑΣ  

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ      

Η αβεβαιότητα και ο κίνδυνος κατέχουν κυρίαρχο ρόλο στην οικονοµική και 

χρηµατοοικονοµική θεωρία. Αυτή η αβεβαιότητα εκφράζεται µε την παραβίαση της 

υπόθεσης των κλασικών – συµβατικών οικονοµετρικών µοντέλων που κυριαρχούσαν 

µέχρι τη δεκαετία του 1980, και την συνεπακόλουθη υιοθέτηση της υπόθεσης της 

χρονικά µεταβαλλόµενης µεταβλητότητας, δηλαδή της υπόθεσης των χρονικά 

µεταβαλλόµενων διακυµάνσεων και συνδιακυµάνσεων των οικονοµικών και 

χρηµατοοικονοµικών χρονολογικών σειρών. Αναγκαία καθίσταται, λοιπόν, η 

παραδοχή της µη σταθερής διακύµανσης στο χρόνο (φαινόµενο 

ετεροσκεδαστικότητας) για την εκτίµηση κινδύνου, καθώς το να υιοθετήσουµε το 

αντίθετο (περίπτωση οµοσκεδαστικότητας) µπορεί να οδηγήσει σε πολύ 

παραπλανητικά αποτελέσµατα. Σ’αυτήν την κατεύθυνση κινήθηκε πρώτος ο Engle 

(1982) προτείνοντας το µοντέλο χρονικά µεταβαλλόµενης διακύµανσης τύπου ARCH 

( Autoregressive Conditional Heteroskedasticity ). Και αργότερα ο Bollerslev (1986) 

παρουσιάζοντας το µοντέλο GARCH ( Generalized Autoregressive Conditional 

Heteroskedasticity ).  

Στην περίπτωση, λοιπόν, ενός χαρτοφυλακίου, για να εκτιµήσουµε τον 

κίνδυνο, και την συνακόλουθη ελαχιστοποίηση του ώστε να καταλήξουµε σ’ένα 

βέλτιστο από άποψη κινδύνου χαρτοφυλάκιο, απαιτείται η εκτίµηση της διακύµανσης 

της απόδοσης του. Η διακύµανση του χαρτοφυλακίου θα εξαρτάται από τη 

διακύµανση της απόδοσης καθένα περιουσιακού στοιχείου. Άρα χρειάζεται να 

εκτιµήσουµε τις διακυµάνσεις των αποδόσεων όλων των περιουσιακών στοιχείων 

του χαρτοφυλακίου. Όµως αυτά τα στοιχεία µπορεί και να σχετίζονται µεταξύ τους, 

όπως για παράδειγµα αν η συνδιακύµανση µεταξύ δύο στοιχείων είναι αρνητική, τότε 

όταν ένα στοιχείο έχει θετική απόδοση το άλλο έχει αρνητική, και το αντίστροφο. 

Εποµένως απαραίτητη είναι και η εκτίµηση της συνδιακύµανσης τους. Έχοντας 

λοιπόν στη διάθεση µας τις εκτιµήσεις των διακυµάνσεων των περιουσιακών 

στοιχείων και των συνδιακυµάνσεων µεταξύ τους µπορούµε να εκτιµήσουµε την 

διακύµανση όλου του χαρτοφυλακίου και να εκτιµήσουµε τον κίνδυνο.   
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Για να ελαχιστοποιήσουµε, λοιπόν, τον κίνδυνο ενός χαρτοφυλακίου 

δεδοµένου κάποιας απαιτούµενης απόδοσης που θέτουµε,  και να προσδιορίσουµε 

έτσι την αναλογία ( τα βάρη – weights ) των περιουσιακών στοιχείων του 

χαρτοφυλακίου πρέπει να γνωρίζουµε την κατανοµή των αποδόσεων των στοιχείων 

αυτών, και το πρόβληµα έγκειται στο ότι δεν γνωρίζουµε την κατανοµή αυτή καθώς 

αντιµετωπίζουµε το πρόβληµα της ετεροσκεδαστικότητας. Για αυτό το σκοπό 

παρουσιάζονται στη συνέχεια γενικά ορισµένα υποδείγµατα για τη µοντελοποίηση 

της δεσµευµένης ετεροσκεδαστικότητας και τα αντίστοιχα πλεονεκτήµατα και 

µειονεκτήµατα τους µε βάσει τη σύλληψη και την ερµηνεία των βασικών 

χαρακτηριστικών των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων. 

 

8.1.1 ARCH ( AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity ) 

Μία διαδικασία  ARCH µπορεί να περιγραφεί ως εξής : 

Έστω yt = ln ( Pt/Pt-1 ) η απόδοση ενός στοιχείου από τον χρόνο t-1 στο χρόνο t. 

Υποθέτουµε ότι η χρονολογική σειρά yt αποτελείται από δύο µέρη, το προβλέψιµο 

µέρος και το µη προβλέψιµο, yt = Ε (yt│Ιt-1 ) + εt , όπου Ιt-1 είναι το σύνολο 

πληροφορίας µέχρι τη χρονική στιγµή t-1, Ε( ▪ ) είναι ο δεσµευµένος µέσος και εt είναι 

το µη προβλέψιµο κοµµάτι (διαταρακτικός όρος ή σφάλµα) που µπορεί να 

περιγραφεί ως : εt = ztσt ,  όπου  zt είναι µία ακολουθία ανεξάρτητων και οµοιόµορφα 

κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλητών µε µέσο µηδέν και διακύµανση µονάδα, δηλαδή 

zt ~iid (0,1) . 

Η διαδικασία ARCH (q) εκφράζει τη δεσµευµένη διακύµανση (σ2
t  ή ht ) ως γραµµικός 

συνδυασµός των προηγούµενων διαταρακτικών όρων :                                           ht    =  α0  +  ∑ x`�!R"#Ẁb"         . 

 

Για να είναι θετική η δεσµευµένη διακύµανση πρέπει να ικανοποιούνται οι εξής 

συνθήκες :       α0  >  0  και  x` ≥ 0 . 

Το µοντέλο αυτό έχει το πλεονέκτηµα ότι επιτρέπει στη δεσµευµένη διακύµανση να 

µεταβάλλεται στο χρόνο ως συνάρτηση των τετραγώνων των παρελθοντικών 

σφαλµάτων αφήνοντας τη µη δεσµευµένη διακύµανση σταθερή αλλά απαιτείται η 

γενίκευση του λόγω της δυσκολίας εκτίµησης πολλών  παραµέτρων, των 

περιορισµών θετικότητας και της µη σύλληψης του συνόλου των χαρακτηριστικών 

των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων.  
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8.1.2 GARCH ( Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity ) 

Γενίκευση των µοντέλων ARCH είναι το µοντέλο GARCH (p,q) που εκφράζει 

τη δεσµευµένη διακύµανση  στο χρόνο t όχι µόνο ως συνάρτηση των τετραγώνων 

των σφαλµάτων των προηγούµενων περιόδων αλλά και των προηγούµενων τιµών 

της διακύµανσης κάτι που είναι προτιµότερο καθώς είναι λογικό το µέτρο της 

τρέχουσας διακύµανσης να εξαρτάται και από προηγούµενες τιµές της ώστε να 

ενσωµατώνει και το στοιχείο του κινδύνου. 

 Ένα GARCH (p,q) µοντέλο, όπου p είναι η τάξη των όρων GARCH και q είναι η τάξη 

των όρων  ARCH, µπορεί να γραφεί ως :  ht    =  α0  + ∑ x`Ẁb" �!R"#  + ∑ �p�pb" ℎ!Rp      
 

όπου  πρέπει α0 > 0 , αi ≥ 0 για κάθε i = 1,�,q και bj ≥ 0 για κάθε j = 1,�,p ώστε η 

διακύµανση να παίρνει πραγµατικές και θετικές τιµές. 

 

Για p = 0, η διαδικασία µειώνεται σε µία ARCH(q) διαδικασία, ενώ για              

p = q = 0 η { ut } είναι απλώς λευκός θόρυβος. Παρατηρώντας ειδικά ότι το µοντέλο 

GARCH (1,1) µπορεί να γραφεί ως ένα µοντέλο άπειρων όρων p, ARCH(p)36, 

µπορούµε να πούµε ότι είναι ένα «οικονοµικό» µοντέλο, µε λίγες παραµέτρους που 

ερµηνεύει σχετικά καλά τα δεδοµένα καθώς συλλαµβάνει παράλληλα πολλά από τα 

χαρακτηριστικά των χρηµατοοικονοµικών σειρών, όπως το φαινόµενο των fat tails 

(σε ορισµένο βαθµό, για κατανοµές µε κύρτωση µεγαλύτερη του 3) volatility 

clustering, mean reversion, persistence.  

 

Το µοντέλο GARCH είναι εύκολο στο να εκτιµηθεί και να ελέγχει αν 

σκεφτούµε πως µπορεί να γραφεί ως ένα ΑRMA υπόδειγµα στα τετράγωνα των 

καταλοίπων.37 Αποδεικνύεται εύκολα αν πάρουµε ως παράδειγµα ένα GARCH(1,1) : 

ht = α0 + α1 u2
t-1 + b1ht-1 . 

Θεωρούµε τη σχέση : u2
t = u2

t  ,                   προσθαφαιρούµε τον όρο ht , ⇒   u2
t = u2

t + ht - ht                     θέτουµε vt = u2
t - ht     , 

 ⇒   u2
t = vt + ht                                και   αντικαθιστώντας τη σχέση ht , 

 ⇒   u2
t = α0 + α1 u2

t-1 + b1ht-1 + vt    

                                                           
36

 Βλ.Applied Econometrics , Asteriou-Hall, (2007). 
37

 Συνδυάζει χαρακτηριστικά του ΑR (Autoregressive process) και του ΜΑ (Moving Average process). 

Βλ.Chris Brooks. Βοηθάει στην αναγνώριση υποδείγματος και της συνακόλουθης μοντελοποίησης 

του αναγνωρίζοντας χαρακτηριστικά του autocorrelation function και του partial autocorrelation 

function. 
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Καταλήγοντας σε µία σχέση ARMA (1,1) στα τετράγωνα των σφαλµάτων. 

H εκτίµηση ενός GARCH µοντέλου µπορεί να γίνει όπως και στην περίπτωση του 

ARCH υποδείγµατος µε τη µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας.38 

 

Παρόλο όµως τα θετικά χαρακτηριστικά, τα υποδείγµατα GARCH έχουν 

ορισµένα µειονεκτήµατα : δεν συλλαµβάνουν τη σχέση ασυµµετρίας µεταξύ της 

τωρινής απόδοσης και της µελλοντικής διακύµανσης, τον αντίκτυπο δηλαδή που 

έχουν τα «καλά» και «κακά» νέα στη µελλοντική µεταβλητότητα ( leverage effect ) 

αλλά αντίθετα βλέπουµε ότι εξαρτάται µόνο από το µέγεθος των ut και όχι από το 

πρόσηµο τους, όπως επίσης περιλαµβάνουν περιορισµούς στις παραµέτρους και 

ανισότητες που συχνά παραβιάζονται από τους εκτιµώµενους συντελεστές και που 

περιορίζουν τη δυναµική της δεσµευµένης διακύµανσης.  

 

 

8.1.3 ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

 

° Έχουν προταθεί και άλλα µοντέλα GARCH ώστε ν’αντιµετωπιστούν οι 

παραπάνω περιορισµοί, όπως το µοντέλο  TS-GARCH (Taylor-Schwert GARCH). 

Το µοντέλο TS-GARCH(p,q) του Taylor (1986) και του Schwert (1989) που σχετίζει 

την δεσµευµένη τυπική απόκλιση µε την απόλυτη τιµή προηγούµενων περιόδων 

διαταρακτικών όρων και τυπικών αποκλίσεων, ώστε να περιορίσει τον αντίκτυπο 

µεγάλων, σε απόλυτη έννοια, παρατηρήσεων σε σύγκριση µε το παραδοσιακό 

µοντέλο GARCH (p,q). Πολλές φορές αναφέρεται και ως Absolute Value GARCH ή 

AVGARCH (ή απλά AGARCH) : 

√ℎ= α0 + ∑ J`Ẁb" |�!R"| + ∑ �p�pb" √ℎ!R" 
 

 

° Ένα άλλο µοντέλο είναι το TGARCH ( The threshold GARCH ). Το µοντέλο 

TGARCH(p,q) προτάθηκε από τον Zakoian(1990) και επεκτείνει το µοντέλο TS-

GARCH(p,q) ώστε να επιτρέψει στην δεσµευµένη τυπική απόκλιση να εξαρτάται από 

το πρόσηµο των παρελθοντικών διαταρακτικών όρων. Το µοντέλο αυτό, έχει σκοπό 

να υπολογίσει στην εκτίµηση της τυπικής απόκλισης την ασυµµετρία σε σχέση µε 

αρνητικές και θετικές διαταραχές (shocks) και, µε την µετέπειτα µελέτη των Glosten, 

Jaganathan και Runkle (1993) το υπόδειγµα παίρνει την παρακάτω µορφή 
                                                           
38

 Davidson and MacKinnon (1997). 
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εισάγοντας στην εξίσωση της διακύµανσης µία πολλαπλασιαστική ψευδοµεταβλητή 

για να ελεγχθεί αν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά όταν οι διαταραχές είναι 

αρνητικές : 

ht    =  α0  + ∑ (Jo Ẁb" + �`  �!R`  )�!R`# + ∑ �p ℎ!RpWpb"      

όπου για την ψευδοµεταβλητή dt ισχύει : = dt= �1,   �� < 00,  � J¡¢m�� £ά
� 

Έτσι το είδος των «ειδήσεων» έχουν διαφορετική επίδραση στη διακύµανση. Τα 

«καλά» νέα έχουν επίδραση µε τον συντελεστή αi  ενώ τα «κακά» νέα έχουν 

επίδραση µε τον συνδυασµό των συντελεστών αi  και  γi . Αν ο συντελεστής   γi είναι 

θετικός τότε υπάρχει ασυµµετρία, ενώ αν γi = 0 τότε η επίδραση των «ειδήσεων» 

είναι συµµετρική. 

 

° Μία βασική και πολύ χρήσιµη επέκταση των GARCΗ µοντέλων είναι το 

υπόδειγµα E-GARCH ( Exponential Generalized AutoRegressive Conditional 

Heteroskedasticity) που προτάθηκε από τον Nelson (1991). Το µοντέλο αυτό εκτός 

από ότι συλλαµβάνει τα χαρακτηριστικά των χρηµατοοικονοµικών σειρών όπως το 

υπόδειγµα GARCH, συλλαµβάνει επιπλέον και την ασύµµετρη σχέση της απόδοσης 

και της µελλοντικής διακύµανσης (leverage effect). Το υπόδειγµα E-GARCH (p,q) 

εκφράζεται ως : 

 

ln( ℎ!  )=α0 + ∑ [ J` ¥ ¦M§¨√IM§¨¥Ẁb" − J` © ª ¦M§¨«IM§¨ª + �`  ¥ ¦M§¨√IM§¨¥] + ∑ �p  �pb" ln( ℎ!Rp ) 
                                                     

Σηµαντικό πλεονέκτηµα έναντι του GARCH είναι ότι δεν χρειάζεται να 

θέσουµε κανέναν περιορισµό στις παραµέτρους για την εκτίµηση του µοντέλου αφού 

η λογαριθµική µορφή εξασφαλίζει ότι οι προβλέψεις της διακύµανσης δεν θα είναι 

αρνητικές. Επίσης, έχει το σηµαντικό χαρακτηριστικό ότι η  ln( ℎ!  ) είναι µία γραµµική 

διαδικασία,και µπορούµε να εκτιµήσουµε πιο εύκολα αν οι διαταραχές   ( shocks ) 

επηρεάζουν τη διακύµανση µόνιµα ή όχι αφού η στασιµότητα ( ασθενούς ή αυστηρού 

τύπου )39 µπορεί να ελεγχθεί πολύ εύκολα. Επιπλέον, οι παράµετροι γi επιτρέπουν 

την ασυµµετρία. Αν γ1 = 0 τότε µία θετική διαταραχή, ut > 0, έχει την ίδια επίδραση 

στη µεταβλητότητα όπως µία αρνητική διαταραχή, ut <  0 . Η παρουσία του leverage 

effect εντοπίζεται µε την εξέταση της υπόθεσης για γ1 < 0 , γιατί, για παράδειγµα, θα 

ισχύει : 
                                                           
39

 Για ορισμό βλ.κεφάλαιο 8.3. 
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° αν  γ1 < 0 και ut-1 < 0 , ο λογάριθµος της διακύµανσης θα 

αυξηθεί («κακή είδηση» προκαλεί αύξηση µεταβλητότητας),  

και, 

° αν γ1 < 0 και ut-1 > 0 , ο λογάριθµος της διακύµανσης θα 

µειωθεί. («καλή είδηση» προκαλεί µείωση µεταβλητότητας).  

 

 

 

 

8.2   ΠΟΛΥΜΕΤΑΒΛΗΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ GARCH 

 

Τα πολυµεταβλητά GARCH υποδείγµατα είναι η επέκταση των 

µονοµεταβλητών και διακρίνονται από την ίδια φιλοσοφία µόνο που τα 

πολυµεταβλητά καθορίζουν και εξισώσεις για το πώς οι συνδιακυµάνσεις 

µεταβάλλονται στο χρόνο. 

Τρία κύρια πολυµεταβλητά µοντέλα GARCH είναι : 

° VECH 

° Diagonal VECH 

° BEKK 

Παρακάτω γίνεται µία αναφορά σ’αυτά τα µοντέλα υποθέτοντας ένα διµεταβλητό 

υπόδειγµα. 

• Το µοντέλο VECH προτάθηκε από τον Bollerslev ( 1986 ) παίρνει τη µοµφή : 

  

VECH (Ht) = C + AVECH (Ξt-1 Ξ′t-1) + BVECH (Ht-1)  

 

όπου ισχύουν τα παρακάτω : 

° Ξt│It-1 ~ N(0, Ht ) , µε It-1 σύνολο πληροφορίας στο χρόνο t-1. 

° Ηt είναι η δεσµευµένη µήτρα διακύµανσης-συνδιακύµανσης 2x2 : 

Ηt = ¬ℎ""! ℎ"#!ℎ#"! ℎ##! 
όπου hiit οι δεσµευµένες διακυµάνσεις στο χρόνο t των δύο στοιχείων 

( i=1,2 ) και hijt ( i≠ j) οι δεσµευµένες συνδιακυµάνσεις µεταξύ των 

στοιχείων. 

° Α και Β είναι οι 3x3 µήτρες των παραµέτρων : 
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A =  ¯x"" x"# x"°x#" x## x#°x°" x°# x°°± ,   B = ¯�"" �"# �"°�#" � �#°�°" �°# �°°± 
 

° VECH (▪) είναι ο τελεστής που µετατρέπει το άνω τριγωνικό κοµµάτι ενός 

πίνακα σε διάνυσµα στήλης :        VECH (Ht) = ¯ℎ""!ℎ##!ℎ"#!± 
 

° C είναι ένα διάνυσµα διάστασης 3x1 : C = ¯²""²#"²°"±  
  

Το µοντέλο VECH είναι πάρα πολύ δύσκολο να εκτιµηθεί καθώς έχει παρά πολλές 

παραµέτρους που πρέπει να εκτιµηθούν που αυξάνονται όσο αυξάνονται οι 

µεταβλητές στο υπόδειγµα. Η εκτίµηση είναι ήδη πάρα πολύ δύσκολη στο 

διµεταβλητό αυτό υπόδειγµα καθώς έχει 21 παραµέτρους ( το διάνυσµα C έχει 3, ενώ 

οι µήτρες Α και Β    από 9 ) όπως φαίνεται παρακάτω από την περιγραφή του 

µοντέλου στην πλήρη µορφή του: 

 ℎ""! = c11 + α11 u21,t-1 + α12 u22,t-1 + α13 u1,t-1 u2,t-1 +b11 h11,t-1 +b12 h22,t-1 +b13 h12,t-1       ℎ##! = c21 + α21 u21t-1 + α22 u22,t-1 + α23 u1t-1 u2,t-1 +b21 h11,t-1 +b22 h22,t-1 +b23 h12,t-1      ℎ"#! = c31 + α31 u21t-1 + α32 u22,t-1 + α33 u1,t-1 u2,t-1 +b31 h11,t-1 +b32 h22,t-1 +b33h12t-1 
 

 

• Για τον περιορισµό των παραµέτρων και την εφικτή εκτίµηση του υποδείγµατος 

προτάθηκε από τους Bollerslev, Engle και Wooldridge (1988 ) το diagonal VECH 

όπου έχουν κάνει την υπόθεση ότι οι µήτρες Α και Β είναι διαγώνιες και έτσι οι 

παράµετροι στο υπόδειγµα (διµεταβλητό όπως πριν) µειώνονται σε 9 (οι µήτρες 

Α και Β έχουν από 3 στοιχεία ) και έτσι παίρνει την παρακάτω µορφή : 

 

ℎ""! = α0 + α1 u21t-1 + α2 h11,t-1 ℎ##! = β0 + β1 u22t-1 + β2 h22,t-1 ℎ"#! = γ0 + γ1 u1t-1 u2t-1 + γ2 h12,t-1 
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Το σηµαντικό µειονέκτηµα του VECH και του Diagonal VECH είναι ότι δεν 

εξασφαλίζουν θετικά ορισµένη µήτρα διακυµάνσεων - συνδιακυµάνσεων, κάτι που 

είναι απαραίτητο για τη διαχείριση κινδύνου καθώς εξασφαλίζει πως για οποιαδήποτε 

βάρη ( weights ) των περιουσιακών στοιχείων σε ένα χαρτοφυλάκιο το εκτιµώµενο 

Value-at-Risk θα είναι πάντα θετικό. 

 

• Το µοντέλο που εξασφαλίζει πάντα θετικά ορισµένη µήτρα διακυµάνσεων- 

συνδιακυµάνσεων Ηt είναι το µοντέλο ΒΕΚΚ που προτάθηκε από τους Engle και 

Kroner (1995) : 

Ηt = W′W + A′ Ht-1A + B′ Ξt-1Ξ′t-1B 

 

όπου Α και Β οι 2x2 µήτρες των παραµέτρων και W  η άνω τριγωνική µήτρα 

των παραµέτρων. 

 

 

Γενικά για όλες τις µορφές των πολυµεταβλητών µοντέλων GARCH µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για την εκτίµηση τους (όπως και στα µονοµεταβλητά) η µέθοδος της 

µέγιστης πιθανοφάνειας :  ℓ (θ) = - ¸\#  log 2º - "# ∑ (log|Z!| +  »!C !̧b" ¼!R"»!)  
 

όπου : 

° Ν είναι ο αριθµός των µεταβλητών στο υπόδειγµα (εδώ 2 όπως και 

παραπάνω). 

° θ  είναι το διάνυσµα του συνόλου των παραµέτρων που πρέπει να 

εκτιµηθούν και 

° Τ είναι ο αριθµός των παρατηρήσεων. 
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8.3   Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΤΑΣΙΜΟΤΗΤΑΣ 

 

Ορισµός 1 : Αυστηρώς στάσιµη σειρά ( Strictly stationary process ) 

Μία στοχαστική διαδικασία, όπως η χρονολογική σειρά είναι αυστηρώς 

στάσιµη διαδικασία όταν οι ιδιότητες της δεν επηρεάζονται από µία αλλαγή στην 

αρχή µέτρησης του χρόνου. ∆ηλαδή, αν οι από κοινού κατανοµές των συνόλων των 

τυχαίων µεταβλητών, ( Υi, Yi+1, � , Yi+k ) και ( Yi+m, Yi+m+1,�Yi+m+k ) είναι ίδιες για όλα 

τα i, m, k. 

 

Ορισµός 2 : Ασθενώς στάσιµη διαδικασία ( weakly stationary process ) 

Μία στοχαστική διαδικασία είναι ασθενώς στάσιµη εάν η πρώτη ροπή (η µέση 

τιµή ) και η δεύτερη ροπή ( η διακύµανση ) είναι σταθερά στο χρόνο, και η 

συνδιακύµανση µεταξύ χρονικών περιόδων t και t+k δεν εξαρτάται από τον χρόνο 

αλλά από την απόσταση (υστέρηση ή lag ) k µεταξύ αυτών των χρονικών περιόδων . 

∆ηλαδή, έχουµε αντίστοιχα : 

°  Ε ( Υt ) = µ 

° Var( Υt ) = E (Υt – µ )2   για κάθε t 

° Cov (Υt, Yt+k ) = E[ (Υt – µ) (Yt+k – µ) ] = γ2  για κάθε t, µε k ≠ 0 

 

Η έννοια της στασιµότητας είναι ιδιαίτερα σηµαντική, καθώς µας ορίζει αν οι 

διαταραχές (Shocks ή κατάλοιπα) που παρατηρούνται σε µία χρονολογική σειρά είναι 

µόνιµες ή όχι και αν µπορούµε συνακολούθως να κάνουµε προβλέψεις βάσει αυτής 

της χρονολογικής σειράς. Έλεγχοι που θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν για τη 

ύπαρξη στασιµότητας, µεταξύ άλλων, είναι ο έλεγχος Augmented Dickey-Fuller, ο 

έλεγχος µοναδιαίας ρίζας (unit root test), και ο έλεγχος Phillips-Perron.  

Επειδή ο προσδιορισµός της από κοινού κατανοµής πιθανότητας µιας στοχαστικής 

διαδικασίας είναι δύσκολος συνήθως υιοθετείται ο παραπάνω ορισµός της ασθενούς 

στασιµότητας.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9: ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΧΑΡΤΟΦΥΛΑΚΙΟΥ 

 

 

Πίσω από το ζήτηµα κατασκευής του χαρτοφυλακίου ενός επενδυτή 

υπάρχουν πολλά ζητήµατα τα οποία σχετίζονται µε αυτό. Ένα από αυτά είναι ο 

καθορισµός του κινδύνου. Είναι γνωστό πως όσο µεγαλύτερο κίνδυνο ενέχει µία 

επένδυση τόσο µεγαλύτερη είναι η πιθανή απόδοση. Πολλοί επενδυτές όµως δεν 

µπορούν να κατανοήσουν πώς να καθορίσουν το επίπεδο κινδύνου που µπορεί να 

«αντέξει» το χαρτοφυλάκιο τους. 

 

 

 

9.1  Η ΕΝΝΟΙΑ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ ΚΙΝ∆ΥΝΟΥ - ΑΠΟ∆ΟΣΗΣ  

 

Θεωρητικά όσο µεγαλύτερος είναι ο κίνδυνος (ρίσκο) τόσο περισσότερο 

πρέπει να «αµείβεται» ο επενδυτής για τη διακράτηση της επένδυσης και όσο 

µικρότερος είναι ο κίνδυνος τόσο µικρότερη απόδοση θα πρέπει να λάβει ο 

επενδυτής. Οι επενδυτές θα πρέπει να λάβουν υπόψη τους ένα σχετικό πλάνο 

σχετικά µε τα περιουσιακά στοιχεία που πρέπει να περιλαµβάνει το χαρτοφυλάκιο 

τους βάση ενός ενδεικτικού δείγµατος συσχέτισης του µεγέθους κινδύνου και του 

διαφορετικού τύπου περιουσιακών στοιχείων. Ενδεικτικά έχουµε το παρακάτω 

σχήµα: 

 

 

 

 

 

 

 

                                                  

                                                                                         

  

 

 

 

 

Γράφημα 15 
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 Κίνδυνος                                                                                                                                        Κίνδυνος                      

ος  

Συντηρητικά  

τύποι 

περιουσιακών 

στοιχείων Μέτρια 

συντηρητικά 

Μέτρια 

επιθετικά 

Επιθετικά       Πολύ 

επιθετικά 
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Σύµφωνα µ’αυτό το ενδεικτικό σχήµα, θα µπορούσε ένας επενδυτής να το 

χρησιµοποιήσει για να διαλέξει ανάµεσα σε διαφορετικές επενδύσεις. Στην δεξιά 

πλευρά του σχήµατος βρίσκονται οι επενδύσεις που προσφέρουν στους επενδυτές 

µία µεγαλύτερη δυνατότητα για πάνω από τη µέση τιµή αποδόσεις που συνδυάζεται 

µε µεγαλύτερη ανάληψη κινδύνου απ’ότι οι κάτω της µέσης τιµής αποδόσεις. Ενώ 

στην αριστερή πλευρά του σχήµατος βρίσκονται οι περισσότερο ασφαλείς 

επενδύσεις που συνδυάζονται όµως µε µικρότερη δυνατότητα για υψηλές αποδόσεις. 

Έτσι, λοιπόν , ένας επενδυτής µπορεί να αποφασίσει την κατανοµή των 

περιουσιακών στοιχείων στο χαρτοφυλάκιο του λαµβάνοντας  υπόψη του το προφίλ 

κινδύνου που χαρακτηρίζει αυτά τα στοιχεία. Η κατανοµή αυτή βασικά είναι µία 

οργανωµένη και αποτελεσµατική µέθοδος διαφοροποίησης ώστε να µεγιστοποιήσει ο 

επενδυτής την απόδοση για δεδοµένο κίνδυνο ή να ελαχιστοποιήσει τον κίνδυνο 

δεδοµένου ενός αναµενόµενου επιπέδου απόδοσης. 

Ενδεικτικά, στο παρακάτω σχήµα, γίνεται σύγκριση κινδύνου – απόδοσης για κάποια 

απ΄τα γνωστά χρηµατοοικονοµικά στοιχεία : 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφημα 16 
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Μετρητά ή Ομόλογα δημοσίου θα 
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Μετοχές 

Μικρής Κεφαλαιοποίησης 
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Μετοχές 
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9.2  ΣΤΡΑΤΗΓΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΩΝ ΠΕΡΙΟΥΣΙΑΚΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΣΕ ΕΝΑ 

ΧΑΡΤΟΦΥΛΑΚΙΟ 

 

Σηµαντικός παράγοντας στον καθορισµό του συνολικού κινδύνου του 

χαρτοφυλακίου και της απόδοσης του είναι ο κατάλληλος συνδυασµός 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων στο υποκείµενο χαρτοφυλάκιο και η δυναµική 

διαδικασία κατανοµής αυτών, που θα πρέπει να αντικατοπτρίζει κάθε στιγµή τους 

στόχους του επενδυτή. Ενδεικτικά, αναφέρονται έξι πιθανές στρατηγικές κατανοµής 

των περιουσιακών στοιχείων σ’ένα χαρτοφυλάκιο που ένας επενδυτής θα µπορούσε: 

° Στρατηγική κατανοµή (strategic asset allocation): Είναι µία µέθοδος κατά την 

οποία ο επενδυτής προτιµάει τον αναλογικό συνδυασµό των στοιχείων βάσει 

των αναµενόµενων αποδόσεων κάθε ευρύτερης κατηγορίας στην οποία αυτά 

ανήκουν. Για παράδειγµα, αν οι µετοχές έχουν ιστορικά απόδοση 10% ανά 

έτος και οι οµολογίες 5% ανά έτος, τότε ένας συνδυασµός 50% µετοχών και 

50% οµολογίες θα αναµένεται να έχουν απόδοση 7.5% ανά έτος. Η 

στρατηγική αυτή υπονοεί µία παθητική επενδυτική στρατηγική σύµφωνα µε 

την οποία ο επενδυτής αγοράζει µετοχές και τις διακρατεί στο χαρτοφυλάκιο 

του για µεγάλο χρονικό διάστηµα ανεξάρτητα από τις διακυµάνσεις στην 

αγορά. 

 

° Συνεχώς Αναπροσαρµοσµένη Κατανοµή (constant-weighting asset 

allocation): Σύµφωνα µε αυτή την στρατηγική, σε αντίθεση µε την παραπάνω, 

γίνεται συνεχώς προσαρµογή των στοιχείων του χαρτοφυλακίου ώστε να 

λαµβάνονται υπόψη και οι τυχόν µεταβολές στην αξία των στοιχείων κατά τη 

διάρκεια διακράτησης τους στο χαρτοφυλάκιο. Για παράδειγµα, αν σηµειωθεί 

µείωση στην αξία ενός περιουσιακού στοιχείου θα πρέπει ο επενδυτής να 

ν’αγοράσει περισσότερο από αυτό, ενώ αντίθετα αν αυξηθεί η αξία του θα 

πρέπει να το πουλήσει. 

 
° Τακτική Κατανοµή (tactical asset allocation): Η στρατηγική αυτή 

χαρακτηρίζεται ως «συγκρατηµένη» ενεργή στρατηγική και απαιτεί την 

κατάλληλη αναπροσαρµογή του συνδυασµού των περιουσιακών στοιχείων 

όταν παρουσιάζονται βραχυπρόθεσµες ευκαιρίες και έτσι δίνεται η ευκαιρία 

στον επενδυτή να συµµετέχει στις οικονοµικές συνθήκες που ευνοούν κάποια 

κατηγορία στοιχείων έναντι κάποιας άλλης. 
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° ∆υναµική Κατανοµή (dynamic asset allocation): Η στρατηγική αυτή είναι ένα 

είδος ενεργής στρατηγικής σύµφωνα µε την οποία ο επενδυτής 

αναπροσαρµόζει συνεχώς την αναλογία των περιουσιακών στοιχείων του 

χαρτοφυλακίου ανάλογα µε την άνοδο και κάθοδο των αγορών και την 

ευρωστία ή ενέχεια της οικονοµίας. Λέγεται δυναµική γιατί σύµφωνα µ’αυτή τη 

στρατηγική ο επενδυτής πουλάει περιουσιακά στοιχεία που η αξία τους 

βρίσκεται σε πτώση (µε το σκεπτικό ότι ακολουθεί µία περαιτέρω πτώση) και 

αγοράζει στοιχεία των οποίων η αξία βρίσκεται σε άνοδο (µε το σκεπτικό ότι 

ακολουθεί περαιτέρω άνοδος).  

 
° Ασφαλής Κατανοµή (insured asset allocation): Σύµφωνα µ’αυτή την 

στρατηγική ο επενδυτής καθορίζει µία σταθερή αξία χαρτοφυλακίου κάτω από 

την οποία δεν θα επιτρέπεται αυτή να µειωθεί. Είναι κατάλληλη περισσότερο 

για επενδυτές που αποστρέφονται τον κίνδυνο που επιθυµούν µία ενεργή 

διαχείριση του χαρτοφυλακίου τους αλλά θέλουν µία σταθερή κατώτατη βάση 

ώστε να έχουν τον έλεγχο.  

 
° Ολοκληρωµένη Κατανοµή (integrated asset allocation): Αυτή η στρατηγική 

λαµβάνει υπόψη τις οικονοµικές προσδοκίες και τον κίνδυνο και αποτελεί ένα 

µερικό συνδυασµό των παραπάνω στρατηγικών αρκεί να µην είναι 

αντιµαχόµενες µεταξύ τους όπως η δυναµική και η συνεχώς 

αναπροσαρµοσµένη στρατηγική. 

 

Έτσι, λοιπόν , ένας επενδυτής καθορίζοντας την κατάλληλη κατανοµή των 

περιουσιακών στοιχείων στο χαρτοφυλάκιο του επιλέγοντας ανάµεσα σε µετοχές, 

οµόλογα, αµοιβαία κεφάλαια και συναλλαγµατικά προϊόντα, επανεκτιµώντας 

περιοδικά τις σταθµίσεις αυτών των στοιχείων και επανεξετάζοντας   την συνολική 

στρατηγική του, καταλήγει σ’ένα επικερδές χαρτοφυλάκιο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10:  ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Σκοπός της εφαρµογής είναι ο υπολογισµός του βέλτιστου χαρτοφυλακίου 

που αποτελείται από δύο χρηµατοοικονοµικά προϊόντα, έστω µετοχές. ∆ηλαδή, 

θέλουµε να βρούµε τις σταθµίσεις εκείνες των τίτλων ( weights ) που σε 

συγκεκριµένο επίπεδο εµπιστοσύνης ελαχιστοποιούν το µέτρο κινδύνου που 

χρησιµοποιούµε για το υποκείµενο χαρτοφυλάκιο ( Standard Deviation, Value-at-

Risk, Tail VaR ). 

Υποθέτουµε στο υπόδειγµα που χρησιµοποιούµε ότι η δεσµευµένη κατανοµή 

της απόδοσης του χαρτοφυλακίου που αποτελείται από δύο χρηµατοοικονοµικά 

στοιχεία στο χρόνο t έχει την παρακάτω µορφή: 

 

½OUMOVM¾ ¿!À     ~   ℕ Ã  ½SUMSVM¾    Ä    ℎ"! mℎ"!" #⁄  ℎ#!" #⁄mℎ#!" #⁄ ℎ"!" #⁄ ℎ#!   Æ      (1) 

όπου : 

° �"! και �#! η απόδοση της πρώτης και της δεύτερης µετοχής αντίστοιχα 

στο  χρόνο t. 

° ¿! σύνολο πληροφορίας µέχρι και τη χρονική στιγµή t. 

° ℎ"! και ℎ#! η δαικύµανση της πρώτης και δεύτερης αντίστοιχα µετοχής 

στο    χρόνο t. 

° Y"!   και  Y#!   η µέση απόδοση της πρώτης και δεύτερης µετοχής 

αντίστοιχα στο χρόνο t. 

° ρ συντελεστής συσχέτισης µεταξύ των δύο µετοχών, όπου στη 

συγκεκριµένη περίπτωση για υπολογιστική ευκολία θεωρείται µηδέν. 

 

 

Το χαρτοφυλάκιο µας είναι γραµµικός συνδυασµός των δύο µετοχών από τις οποίες 

αποτελείται, οπότε και η απόδοση του θα είναι :   rpt = α r1t + ( 1 – α ) r2t , όπου: 1-α = b ⇔   α + b = 1, δηλαδή οι σταθµίσεις αθροίζουν 

στη µονάδα εφόσον αναφερόµαστε σε ποσοστά. Και εκφράζοντας τη σχέση αυτή ως 

εξής :  

rp
t = (J (1 − J) )  ½�"!�#!¾   , 
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το χαρτοφυλάκιο θα έχει την παραπάνω κατανοµή (1) µε µέσο και διακύµανση 

αντίστοιχα:                                 

° Ε (rp│Ιt ) = (J (1 − J) ) É©(�"!)/Ê!©(�#!)/Ê!Ë  = 

                           = (J 1 − J) ) ½Y"!Y#!¾   = α Y"! + (1-α) Y#! 
 

° Var ( rp│Ιt ) = ( J (1 − J) ) Ã ℎ"! mℎ"!" #⁄  ℎ#!" #⁄mℎ#!" #⁄ ℎ"!" #⁄ ℎ#! Æ ½ x1 − x¾ =   

 

           = ixℎ"! + (1 − x) mℎ#!" #⁄ ℎ"!" #⁄ x mℎ"!" #⁄  ℎ#!" #⁄ + (1 − x)ℎ#!j ½ x1 − x¾ 

 

 

= α2 ℎ"! + α (1-α) mℎ#!" #⁄ ℎ"!" #⁄  + α (1-α) mℎ"!" #⁄  ℎ#!" #⁄  + (1-α)2 ℎ#!  
 

 

= α2ℎ"! + 2 α (1-α) mℎ#!" #⁄ ℎ"!" #⁄  + (1-α)2 ℎ#!   
 

Σηµειώνεται ότι λόγω συµµετρίας ισχύει :  mℎ#!" #⁄ ℎ"!" #⁄  = mℎ"!" #⁄  ℎ#!" #⁄  

 

Υποθέτουµε επίσης ότι: 

 

° η διακύµανση των αποδόσεων των µετοχών ακολουθεί ένα τύπου              

E-GARCH υπόδειγµα και έχουµε αντίστοιχα για τις δύο µετοχές:    

 ln ℎ"! = ω1 + α1  Í�",!R"Í + γ1 �",!R" + β1 ln ℎ",!R" + β12 ln ℎ#,!R"        (2) ln ℎ#!   = ω2 + α2 Í�#,!R"Í + γ2 �",!R" + β2 ln ℎ#,!R"  + β21 ln ℎ",!R"          (3) 
 

όπου,   ½�"!�#!¾ ~ Ν É0  , É1 mm 1Ë  Ë , µε ρ = 0 

 

° Για τις αποδόσεις των δύο µετοχών ισχύει: 

r1t = �"! «ℎ"!     (4) 
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r2t = �#! «ℎ#!     (5) 

 

 

Σηµειώνεται ότι η διακύµανση των αποδόσεων θα µπορούσε να θεωρηθεί ότι 

ακολουθεί ένα E-GARCH, εφόσον έχουµε υποθέσει ότι © ª ¦M§¨«IM§¨ª = 0, και υποθέτωντας 

παράλληλα ότι β12 = 0 και β21 = 0. 

 

Το ίδιο επισηµαίνεται και για τη διακύµανση της από κοινού κατανοµής των 

αποδόσεων κάτω από την εξής υπόθεση : Αν ισχύει α = 0 ή α = 1.    

 

 

Ακολουθεί η περιγραφή των προγραµµάτων συνεχούς βελτιστοποίησης 

χαρτοφυλακίου που αποτελείται από δύο χρηµατοοικονοµικά προϊόντα που γίνεται 

µε την κατασκευή τεχνητών στοιχείων µε σκοπό την περαιτέρω χρησιµοποίηση και 

εφαρµογή τους σε πραγµατικά δεδοµένα χρηµατοοικονοµικών προϊόντων για τη 

µελέτη και σύγκριση των µέτρων κινδύνου. Η εφαρµογή πραγµατοποιείται σε 

υπολογιστικό περιβάλλον Ε-Views. Χρησιµοποιούνται, λοιπόν, τρία προγράµµατα, 

των οποίων η δοµή και τ’αποτελέσµατα τα οποία προκύπτουν από την εφαρµογή 

τους περιγράφονται παρακάτω. (Τα γραφήµατα που προκύπτουν από τα καθώς και 

τα 6 προγράµµατα, χωρίς τις παραλλαγές τους, παρουσιάζονται στο Α’ και Β’ Μέρος, 

αντίστοιχα, του Παραρτήµατος). 

 

Επισηµαίνεται πως οι βελτιστοποιήσεις που γίνονται είναι χωρίς περιορισµούς γιατί 

στα υποδείγµατα οι αναµενόµενες τιµές ( δεσµευµένες ή µη ) είναι µηδενικές. 

 

 

 

 

10.1    1η ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

 

Στην εφαρµογή αυτή χρησιµοποιούµε για την κατασκευή του βέλτιστου 

χαρτοφυλακίου ένα σχετικά µικρό δείγµα παρατηρήσεων ( 120 ), καλώς 

εξειδικευµένο, µε µέσο µηδέν και διακύµανση που αντιστοιχεί στο άθροισµα του 
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γινοµένου της τετραγωνισµένης στάθµισης επί την δεσµευµένη διακύµανση του 

πρώτου χρηµατοοικονοµικού στοιχείου που έχουµε εκτιµήσει µέχρι τη χρονική στιγµή 

t, και του γινοµένου της υπολειπόµενης της µονάδας στάθµισης επί την δεσµευµένη 

διακύµανση του δεύτερου χρηµατοοικονοµικού στοιχείου. Τη χρονική στιγµή t 

κάνουµε την εκτίµηση για το δείγµα και τις δεσµευµένες διακυµάνσεις των 

χρηµατοοικονοµικών στοιχείων και παίρνουµε έτσι µία εκτίµηση για τη δεσµευµένη 

διακύµανση του χαρτοφυλακίου η οποία είναι αντίστοιχα όπως παραπάνω :              α2 * ℎ"!Ð   + (1 - α) 2  * ℎ#!Ð  . Επισηµαίνεται πως σ’αυτήν την εφαρµογή ελαχιστοποιούµε 

µόνο την τυπική απόκλιση καθώς καθένα από τα τρία µέτρα κινδύνου που 

µελετώνται αποτελεί µονοτονικό µετασχηµατισµό του άλλου οπότε τα αποτελέσµατα 

τους δεν θα διαφέρουν. 

 

Χρησιµοποιούνται 3 υπορουτίνες, από τις όποιες οι 2 πρώτες είναι 

βοηθητικές και η τελευταία είναι η κυρίως ρουτίνα βελτιστοποίησης.( Το συγκεκριµένο 

πρόγραµµα αντιστοιχεί στο πρόγραµµα [ 1 ] του B’ µέρους του Παραρτήµατος): 

° 1η υπορουτίνα ( subroutine monte ) : 

 

Με τη βοηθητική αυτή υπορουτίνα γίνεται η προσοµοίωση Monte Carlo ώστε να 

παράξουµε τα τεχνητά στοιχεία για τις σειρές των αποδόσεων r1 και r2 των δύο τίτλων 

αντίστοιχα. Για την εξαγωγή των τιµών αυτών και µε δεδοµένη την υπόθεση που 

έχουµε κάνει ότι  ri t = �`! «ℎ`! , όπου i =1, 2, και τη µορφή της διακύµανσης των 

αποδόσεων των δύο τίτλων hit = exp(ωi + αi Í�`,!R"Í + γi �`,!R" + βi ln ℎ`,!R" + βij ln ℎp,!R"), όπου i ≠ j και i , j = 1,2 εισάγουµε τα διανύσµατα των παραµέτρων των 

διακυµάνσεων, τις τιµές των οποίων έχουµε θέσει εξ υποθέσεως αντίστοιχα ως εξής: 

 

ω1 = - 0.1                  ω2 = - 0.3 

α1 = 0.4                     α2 = 0.2      

γ1 = - 0.6      και         γ2 = - 0.8 

β1 = 0.4                     β2 = 0.3 

β12 = 0.4                    β21 = - 0.6 

 

 

Επισηµαίνεται ότι σε κάθε διαδικασία βελτιστοποίησης λόγω του ότι η διακύµανση 

δεν είναι παρατηρήσιµη χρησιµοποιείται η εκτίµηση της. Λόγω της µορφής της 

διακύµανσης που έχουµε υποθέσει για τις αποδόσεις των δύο χρηµατοοικονοµικών 
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προϊόντων χρειάζονται οι τιµές της διακύµανσης σε κάθε προηγούµενη χρονική 

στιγµή γι’αυτό θεωρούµε αυθαίρετα τις εξής αρχικές τιµές για τη διακύµανση των 

αποδόσεων των δύο χρηµατοοικονοµικών προϊόντων : ℎ""Ð  = 1 και ℎ#"Ð  = 1 , 

αντίστοιχα . Λόγω της µορφής των αποδόσεων που έχουµε υποθέσει (  ri t = �`! «ℎ`! ) 
προκύπτουν τα εξής : �""Ó  = OUUIUUU/VÔ   και  �#"Ó  = OVUIVUU/VÔ    ⇒  �""Ó  = �""   και   �#"Ó  = �#"   κ.ο.κ. 

 

° 2η υπορουτίνα : ( subroutine local mle_model ) 

 

Η υπορουτίνα αυτή έχει ως σκοπό την εκτίµηση των παραµέτρων των διακυµάνσεων 

των δύο τίτλων µε τη µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας µε δεδοµένες τις σειρές r1 

και r2 που παρήχθησαν από την προηγούµενη υπορουτίνα και έτσι οι σειρές αυτές 

χρησιµοποιούνται ως είσοδοι όπως και τα διανύσµατα των παραµέτρων τις τιµές των 

οποίων θέσαµε παραπάνω, και ως εξόδους έχουµε τις εκτιµηµένες διακυµάνσεις των 

τίτλων. 

 

° 3η υπορουτίνα : ( subroutine local Port_Choice ) 

Η υπορουτίνα αυτή είναι η κυρίως ρουτίνα βελτιστοποίησης. Επιλέγει µε τη µέθοδο 

της µέγιστης πιθανοφάνειας το βέλτιστο χαρτοφυλάκιο ελαχιστοποιώντας το µέτρο 

κινδύνου του υποκείµενου χαρτοφυλακίου θέτοντας ως εισόδους τις δεσµευµένες 

διακυµάνσεις των δύο τίτλων.  

 

 

 

 

 

Κυρίως Πρόγραµµα 

 

 Το δείγµα που έχουµε στη διάθεση µας είναι 120 παρατηρήσεων. Η 

διαδικασία που ακολουθείται είναι η εξής : Σύµφωνα µε το σύνολο πληροφορίας που 

διαθέτουµε τη στιγµή t, σχηµατίζουµε ένα βέλτιστο χαρτοφυλάκιο για τη χρονική 

στιγµή t+1, ενώ την επόµενη χρονική στιγµή t+2 σχηµατίζεται το βέλτιστο 

χαρτοφυλάκιο µε το νέο σύνολο πληροφορίας που διαθέτουµε ενσωµατώνοντας τη 

νέα πληροφορία κ.ο.κ. . Έτσι, λοιπόν, στο σηµείο αυτό προσδιορίζονται οι 

παράµετροι που χρησιµοποιούνται στις βοηθητικές υπορουτίνες, τίθεται επίπεδο 
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εµπιστοσύνης α=5%, οι επιµέρους κατηγοριοποιήσεις του δείγµατος, κάνει την 

προσοµοίωση και προσδιορίζεται το βέλτιστο χαρτοφυλάκιο σύµφωνα µε το εν λόγω 

µέτρο κινδύνου που χρησιµοποιείται, για καθεµία από την 101η ‘έως την 119η χρονική 

στιγµή. 

Στο παράρτηµα παρουσιάζεται το γράφηµα που αναπαριστά την αδέσµευτη 

κατανοµή των βέλτιστων αυτών χαρτοφυλακίων µε συνάρτηση Kernel τη συνάρτηση 

πυκνότητας της τυπικής κανονικής κατανοµής [1.a]. 

 

 

 

10.2    2η ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

 

 

Σ’αυτήν την εφαρµογή έχουµε και πάλι ένα καλώς εξειδικευµένο υπόδειγµα 

αλλά η διαφορά µε την προηγούµενη εφαρµογή είναι ότι κάνουµε εκτιµήσεις των 

αποδόσεων των τίτλων και έτσι χρησιµοποιούµε δειγµατικά µεγέθη. Έχοντας, 

λοιπόν, εκτιµήσει τις διακυµάνσεις των τίτλων σε κάθε χρονική στιγµή, 

κανονικοποιούµε βάσει αυτών τις αποδόσεις των υποκείµενων τίτλων. Για τον λόγο, 

λοιπόν, ότι οι τυποποιηµένες αποδόσεις δεν θ’ακολουθούν την τυπική κανονική 

κατανοµή αλλά µία άγνωστη σ’εµάς και επειδή όλα τα µεγέθη αναφέρονται σε 

δειγµατικά µεγέθη, η µέθοδος προσέγγισης των  τριών µέτρων κινδύνου θα διαφέρει 

αναµεταξύ τους. ( Το συγκεκριµένο πρόγραµµα αντιστοιχεί στο πρόγραµµα [ 2 ] του 

B’ µέρους του Παραρτήµατος). 

 

° 1η υπορουτίνα : ( subroutine monte ) 

Προσοµοίωση Monte Carlo. Ακριβώς ίδια υπορουτίνα µε την αντίστοιχη της 

1ης Εφαρµογής. 

 

° 2η υπορουτίνα : ( subroutine local mle_model ) 

 

Αυτή η βοηθητική υπορουτίνα διαφέρει από την αντίστοιχη της προηγούµενης 

εφαρµογής για τους λόγους που αναφέραµε παραπάνω. Γι’αυτό, λοιπόν, για τη 

µεγιστοποίηση της πιθανοφάνειας µε σκοπό την εκτίµηση των παραµέτρων, 

χρησιµοποιούνται ως είσοδοι τα (προκαθορισµένα) διανύσµατα των παραµέτρων 
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των διακυµάνσεων των δύο τίτλων και οι σειρές των αποδόσεων αντίστοιχα r1t και r2t, 

αλλά ως έξοδοι ορίζονται τυποποιηµένες σειρές των αποδόσεων, οι αποδόσεις των 

τίτλων, δηλαδή, διαιρεµένες µε τις αντίστοιχες εκτιµηµένες τυπικές αποκλίσεις τους. 

 

 

° 3η υπορουτίνα : ( subroutine local Port_Choice ) 

 

Η υπορουτίνα αυτή χρησιµοποιείται για να υπολογίσει και τα τρία µέτρα κινδύνου για 

τους λόγους που προαναφέρθηκαν. Έτσι σε κάθε βήµα της υπορουτίνας 

ελαχιστοποιούµε το αντίστοιχο µέτρο κινδύνου, θεωρώντας για την τυπική απόκλιση 

την τετραγωνική ρίζα της διακύµανσης του χαρτοφυλακίου, για το Value-at-Risk 

παίρνοντας το κατάλληλο τεταρτηµόριο, και για το Tail VaR το µέσο όρο των τιµών 

που βρίσκονται κάτω από το VaR. 

 

 

Κυρίως Πρόγραµµα     

 

Προσδιορίζονται στο σηµείο αυτό, όπως και στο παραπάνω πρόγραµµα, το 

πλήθος του δείγµατος (120), τα  (προκαθορισµένα) διανύσµατα των παραµέτρων, 

κάνει την προσοµοίωση, κατασκευάζει βοηθητικές σειρές και διανύσµατα, και 

προσδιορίζει τα βέλτιστα χαρτοφυλάκια για καθεµία από τις τρεις µεθόδους 

αποτίµησης κινδύνου για κάθε χρονική στιγµή από την 101η έως την 119η. Και τέλος, 

συγκρίνει τα βέλτιστα χαρτοφυλάκια, κατασκευάζοντας όπως και στο παραπάνω 

πρόγραµµα τα γραφήµατα αναπαριστούν την αδέσµευτη κατανοµή των βέλτιστων 

αυτών χαρτοφυλακίων  µε συνάρτηση Kernel τη συνάρτηση πυκνότητας της τυπικής 

κανονικής κατανοµής. 

 

Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν είναι τα παρακάτω : 

 

Στο πλαίσιο της θεωρίας βελτιστοποίησης χαρτοφυλακίου η οποία βασίζεται 

στη µεγιστοποίηση της συνάρτησης ωφέλειας του επενδυτή, που χαρακτηρίζεται από 

την ιδιότητα της επιθυµίας του επενδυτή της µέγιστης δυνατής απόδοσης και της 

αποστροφής του επενδυτή στον κίνδυνο, συγκρίνονται τα µέτρα κινδύνου µε βάση τα 

χαρακτηριστικά του καθενός που αναλύθηκαν παραπάνω, και της κάθε φορά 

προκύπτουσας κατανοµής των βέλτιστων χαρτοφυλακίων.  (Ισχύει σε κάθε 

εφαρµογή ). 
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 Σύµφωνα µε αυτά, λοιπόν,  το µέτρο κινδύνου που φαίνεται ότι δίνει 

καλύτερη κατανοµή βέλτιστων χαρτοφυλακίων είναι το TVaR όπως φαίνεται στο 

γράφηµα [4.α], καθώς µπορεί να παρουσιάζει µικρότερη µέση τιµή απ’ότι οι άλλες 

δύο κατανοµές και µεγαλύτερη τυπική απόκλιση ( όπως φαίνεται από τα 

διαγράµµατα 2.b, 3.b και 4.b ) όµως δεν παρουσιάζει ιδιαίτερα το φαινόµενο της 

λεπτοκύρτωσης και της αρνητικής ασυµµετρίας όσο οι άλλες δύο κατανοµές. Υπό την 

ελαχιστοποίηση του µέτρου της τυπικής απόκλισης τα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν και απεικονίζονται στο γράφηµα [2.α] µπορεί να είναι αρκετά 

παραπλανητικά καθώς ο υπολογισµός της τυπικής απόκλισης κάθε φορά των 

εκάστοτε χαρτοφυλακίων µπορεί επηρεάζεται από τυχόν µεµονοµένες υψηλές 

αποδόσεις. Όπως αντίστοιχα, υπό την ελαχιστοποίηση του µέτρου VaR µπορεί οι 

τιµές που προκύπτουν να είναι εξίσου παραπλανητικές σε περίπτωση που οι 

εκτιµήσεις που έχουν αποτύχει να συµπεριλάβουν τυχόν ακραία αρνητικά γεγονότα.  

 

 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται δύο παραλλαγές ( 2.1 και 2.2 ) του παραπάνω 

προγράµµατος για µεσαίο µέγεθος δείγµατος ( 1000 ) και για µεγάλο µέγεθος 

δείγµατος ( 10000 ) αντίστοιχα, και δύο παραλλαγές ( 2.3 και 2.4 ) που αφορούν τα 

ίδια µεγέθη δείγµατος όπως στις 2.1 και 2.2 αλλά η κατασκευή των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων γίνεται κρατώντας σταθερό τον αριθµό (20) των παρατηρήσεων 

βάσει των οποίων γίνεται η συνεχής επανεκτίµηση της δεσµευµένης διακύµανσης 

των αποδόσεων και η συνακόλουθη βελτιστοποίηση.  

 

 

 

 

10.2.1     1η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ 

 

Η πρώτη αυτή παραλλαγή της παραπάνω εφαρµογής έχει ως ένα δείγµα 

παρατηρήσεων µεγέθους 1000. Η διαδικασία εκτίµησης των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων γίνεται για καθένα από τα µέτρα κινδύνου για τις χρονικές στιγµές t = 

501 έως 999 και ακολουθεί  η σύγκριση τους. Οι κατανοµές των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων που προκύπτουν για τα διαφορετικά µέτρα κινδύνου, τυπική 

απόκλιση, VaR και TVaR, αναπαρίστανται στα γραφήµατα [5.α], [6.α], [7.α]  

αντίστοιχα. Συγκριτικά µε την κυρίως εφαρµογή, διαπιστώνεται ότι τα βέλτιστα 

χαρτοφυλάκια κινούνται περισσότερο γύρω από τη µέση τιµή των κατανοµών απ’ότι 
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συµβαίνει στις αντίστοιχες κατανοµές µε δείγµα παρατηρήσεων σχετικά µικρού 

µεγέθους. Μολονότι, οι κατανοµές που προκύπτουν υπό την ελαχιστοποίηση της 

τυπικής απόκλισης και του VaR παρουσιάζουν µία θετική ασυµµετρία, σε αντίθεση µε 

την κατανοµή που προκύπτει υπό την ελαχιστοποίηση του TVaR, λόγω των 

χαρακτηριστικών ιδιοτήτων των µέτρων αυτών όπως αναλύθηκαν, και της 

επιθυµητής εξασφάλισης του επενδύτη, στο µέτρο που είναι δυνατό, έναντι του 

κινδύνου και των ακραίων αρνητικών τιµών που µπορεί να προκύψουν, προτιµάται 

το µέτρο TVaR.        

     

 

10.2.2     2η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ 

 

Η δεύτερη αυτή παραλλαγή της παραπάνω εφαρµογής έχει ως ένα δείγµα 

παρατηρήσεων µεγέθους 10000. Η διαδικασία εκτίµησης των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων για καθένα από τα µέτρα κινδύνου και η συνακόλουθη σύγκριση τους 

γίνεται για τις χρονικές στιγµές  t = 9745 έως 9999. Οι κατανοµές των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων που προκύπτουν για τα διαφορετικά µέτρα κινδύνου, τυπική 

απόκλιση, VaR και TVaR, αναπαρίστανται στα γραφήµατα [8..a], [9.a], [10.a]  

αντίστοιχα. Καθώς το δείγµα παρατηρήσεων αυξάνεται, διαπιστώνεται πως οι 

κατανοµές των βέλτιστων χαρτοφυλακίων υπό τα διαφορετικά µέτρα κινδύνου 

µοιάζουν περισσότερο µεταξύ τους απ’ότι προέκυπτε µε µικρότερο σχετικά µέγεθος 

δείγµατος. Θετική ασυµµετρία υπάρχει και στις τρεις κατανοµές, δηλαδή η 

πιθανότητα εµφάνισης ακραίων θετικών τιµών είναι µεγαλύτερη από την αντίστοιχη 

πιθανότητα για αρνητικές τιµές, αλλά επειδή όµως στην περίπτωση της 

βελτιστοποίησης υπό το VaR δεν υπάρχει «κάλυψη» του επενδυτή στη δεξιά ουρά 

της κατανοµής, και στην περίπτωση βελτιστοποίησης υπό την τυπική απόκλιση 

λαµβάνονται χαρτοφυλάκια ως ισάξια στη δεξιά και αριστερή ουρά της κατανοµής, θα 

ήταν προτιµότερο  και σ’αυτήν την περίπτωση το µέτρο κινδύνου TVaR. 
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10.2.3   3η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ 

 

Στην τρίτη αυτή παραλλαγή το πλήθος των παρατηρήσεων είναι 1000 και η 

συνεχής βελτιστοποίηση γίνεται βάσει των τελευταίων 20 παρατηρήσεων, δηλαδή για 

χρονικές στιγµές t=980 έως 999. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την συνεχή 

βελτιστοποίηση για τα τρία µέτρα κινδύνου φαίνονται στα γραφήµατα [11.a], [12.a] 

και [13.a]. Όπως φαίνεται οι κατανοµές συγκριτικά µε την παραλλαγή 2.1 δεν είναι 

τόσο συγκεντρωµένες γύρω από τη µέση τιµή καθώς παρουσιάζουν τυπική απόκλιση 

µεγαλύτερη και εµφανίζουν περισσότερο το φαινόµενο ακραίων τιµών. Σ’αυτήν την 

περίπτωση η βελτιστοποίηση υπό το VaR φαίνεται να δίνει καλύτερα χαρτοφυλάκια 

καθότι οι αρνητικές τιµές είναι περισσότερο πιθανές στις άλλες δύο κατανοµές 

χαρτοφυλακίων και όπως φαίνεται από το διάγραµµα [12.b] η µέση τιµή είναι αισθητά 

µεγαλύτερη από τις αντίστοιχες των άλλων κατανοµών όπως φαίνεται από τα 

διαγράµµατα [11.b]  και [13.b]. 

 

 

10.2.4    4η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ 

 

Στην τέταρτη αυτή παραλλαγή το πλήθος των παρατηρήσεων είναι 10000 και 

η συνεχής βελτιστοποίηση γίνεται βάσει των τελευταίων 20 παρατηρήσεων, δηλαδή 

για χρονικές στιγµές t=9980 έως 9999. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την 

συνεχή βελτιστοποίηση για τα τρία µέτρα κινδύνου φαίνονται στα γραφήµατα [14.a], 

[15.a] και [16.a]. Στην περίπτωση αυτή οι κατανοµές παρουσιάζουν θετική 

ασυµµετρία και ειδικότερα η κατανοµή υπό την ελαχιστοποίηση της τυπικής 

απόκλισης φαίνεται ότι µπορεί να δίνει καλύτερα αποτελέσµατα δεδοµένου ότι έχει 

µεγαλύτερη µέση τιµή και µικρότερη τυπική απόκλιση απ’ότι οι κατανοµές που 

αντιστοιχούν στο VaR και το TVaR . Όµως ο υπολογισµός µε τον οποίο έχουν 

προκύψει τα χαρτοφυλάκια αυτά, µε το µέτρο δηλαδή της τυπικής απόκλισης, όπως 

και σε κάθε άλλη περίπτωση µπορεί να οδηγήσει σε παραπλανητικά αποτελέσµατα 

και στην τελική καλύτερο µέτρο ν’αποδεικνύεται το TVaR. 

 

 

Σηµειώνεται ότι στις παραλλαγές όπου διαθέτουµε µεγάλα δείγµατα αναµένουµε 

µεγαλύτερη ακρίβεια στις εκτιµήσεις των παραµέτρων και εποµένως στις εκτιµήσεις 

των διακυµάνσεων και άρα ισοδυναµία των µέτρων κινδύνου. Η ακριβής ισοδυναµία 

των µέτρων κινδύνου δεν παρατηρείται ( λόγω ίσως των περιοριστικών δυνατοτήτων 

του υπολογιστικού προγράµµατος ή λόγω σφαλµάτων στα προγράµµατα ) όπως 
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φαίνεται και στις παραπάνω αλλά και στις παρακάτω παραλλαγές, παρατηρείται 

όµως οµοιότητα των κατανοµών που προκύπτουν από τη βελτιστοποίηση καθενός 

από τα µέτρα αποτίµησης κινδύνου σε ορισµένες εξ αυτών περιπτώσεις συγκριτικά 

µε περιπτώσεις µικρότερου µεγέθους.   

 

 

 

 10.3   3η ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

 

Η εφαρµογή αυτή αποτελεί µία µη παραµετρική µέθοδο. Το µέγεθος 

δείγµατος είναι σχετικά µικρό ( 120 ). Η 1η, 2η, και 3η υπορουτίνα είναι ίδιες µε τις 

αντίστοιχες της (κυρίως) εφαρµογής 2. Η διαφορά έγκειται στο κυρίως πρόγραµµα, 

στο σηµείο του βρόγχου όπου δεν ανακαλείται πλέον η υπορουτίνα της 

µεγιστοποίησης της πιθανοφάνειας ( mle_model ), και η εντολή επιλογής 

χαρτοφυλακίου δεν περιλαµβάνει τις εκτιµήσεις των τυποποιηµένων z µεταβλητών 

που προέκυπταν από τη διαίρεση των αποδόσεων των τίτλων µε την τετραγωνική 

ρίζα των διακυµάνσεων τους ( zf1, zf2 ), αλλά περιλαµβάνει τις ίδια τα δεδοµένα        

( αποδόσεις ) του δείγµατος µας αντίστοιχα για τους δύο τίτλους ( r1, r2 ). ( Το 

συγκεκριµένο πρόγραµµα αντιστοιχεί στο πρόγραµµα [ 3 ] του B’ µέρους του 

Παραρτήµατος). 

 

 

Τ’αποτελέσµατα που προκύπτουν παρουσιάζονται στα γραφήµατα [17.a], [18.a], και 

[19.a] : 

Οι κατανοµές βλέπουµε, σε αντίθεση, µε την αντίστοιχη περίπτωση του 

µικρού δείγµατος στην εφαρµογή 2, ότι δεν έχουν µεγάλες αποκλίσεις η µία από την 

άλλη, κάτι που διαπιστωνόταν περισσότερο σε µεγαλύτερα δείγµατα ( 1η και 2η 

Παραλλαγή εφαρµογής 2 ). Η κατανοµή των βέλτιστων χαρτοφυλακίων υπό τη 

βελτιστοποίηση µε το VaR έχει τη µικρότερη τυπική απόκλιση αλλά η κατανοµή υπό 

τη βελτιστοποίηση του TVaR έχει τη µεγαλύτερη µέση τιµή, και όπως και 

προηγουµένως σύµφωνα µε τα χαρακτηριστικά του καθενός από τα τρία µέτρα 

κινδύνου και τα χαρακτηριστικά του επενδυτή, προτιµότερο είναι το TVaR.  
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10.3.1     1η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ     

 

Η πρώτη αυτή παραλλαγή της παραπάνω εφαρµογής έχει ως ένα δείγµα 

παρατηρήσεων µεγέθους 1000. Η διαδικασία εκτίµησης των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων για καθένα από τα µέτρα κινδύνου και η συνακόλουθη σύγκριση τους 

γίνεται για τις χρονικές στιγµές t = 501 έως 999. Οι κατανοµές των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων που προκύπτουν για τα διαφορετικά µέτρα κινδύνου, τυπική 

απόκλιση, VaR και TVaR, αναπαρίστανται στα γραφήµατα [20.a], [21.a], [22.a]  

αντίστοιχα. Από αυτά φαίνεται ότι µολονότι η κατανοµή των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων που προκύπτει υπό την ελαχιστοποίηση της τυπικής απόκλισης 

λόγω θετικής ασυµµετρίας µπορεί να δώσει ακραία θετικά αποτελέσµατα και η 

κατανοµή υπό την ελαχιστοποίηση του VaR είναι περισσότερο συγκεντρωµένη γύρω 

από τη µέση τιµή απ’ότι η αντίστοιχη κατανοµή του TVaR, το προτιµότερο µέτρο 

κινδύνου είναι το τελευταίο καθώς  δίνει τα καλύτερα αποτελέσµατα από τις άλλες 

δύο κατανοµές, µε τη µέση τιµή της κατανοµής θετική και την απουσία ακραίων 

αρνητικών τιµών, και σύµφωνα πάντα µε τις ιδιότητες του µέτρου αυτού και τα 

χαρακτηριστικά του επενδυτή. 

 

 

10.3.2   2η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ 

 

Η δεύτερη αυτή παραλλαγή της παραπάνω εφαρµογής έχει ως ένα δείγµα 

παρατηρήσεων µεγέθους 10000. Η διαδικασία εκτίµησης των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων για καθένα από τα µέτρα κινδύνου και η συνακόλουθη σύγκριση τους 

γίνεται για τις χρονικές στιγµές  t = 9745 έως 9999. Οι κατανοµές των βέλτιστων 

χαρτοφυλακίων που προκύπτουν για τα διαφορετικά µέτρα κινδύνου, τυπική 

απόκλιση, VaR και TVaR, αναπαρίστανται στα γραφήµατα [23.a], [24.a], [25.a]  

αντίστοιχα. Η κατανοµή βέλτιστων χαρτοφυλακίων υπό την τυπική απόκλιση και το 

TVaR παρουσιάζει αρνητική ασυµµετρία και το ίδιο και η κατανοµή υπό το VaR αλλά 

οριακά. Το βέλτιστο µέτρο λόγω όπως πριν χαρακτηριστικών ιδιοτήτων που 

λήφθηκαν υπόψη κατά τον υπολογισµό των βέλτιστων χαρτοφυλακίων, και του 

χαρακτηριστικού της αποστροφής στον κίνδυνο του επενδυτή είναι το ΤVaR. 
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10.3.3    3η  ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ  

Στην τρίτη αυτή παραλλαγή το πλήθος των παρατηρήσεων είναι 1000 και η 

συνεχής βελτιστοποίηση γίνεται βάσει των τελευταίων 20 παρατηρήσεων, δηλαδή για 

χρονικές στιγµές t=980 έως 999. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την συνεχή 

βελτιστοποίηση για τα τρία µέτρα κινδύνου φαίνονται στα γραφήµατα [26.a], [27.a] 

και [28.a]. Η κατανοµή που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση του VaR παρουσιάζει 

αρνητική ασυµµετρία, κάτι που δεν προτιµάται από τον επενδυτή. Οι κατανοµές των 

βέλτιστων χαρτοφυλακίων υπό την ελαχιστοποίηση του TVaR και της τυπικής 

απόκλισης δεν διαφέρουν ιδιαίτερα, η µεν πρώτη έχει µικρότερη µέση τιµή και 

µικρότερη τυπική απόκλιση από την αντίστοιχη της δεύτερης, όπως φαίνεται στα 

διαγράµµατα [28.b] και [26.b] αντίστοιχα, αλλά λόγω των µειονεκτηµάτων του µέτρου 

της τυπικής απόκλισης και των συνακόλουθων κινδύνων στον υπολογισµό των 

βέλτιστων χαρτοφυλακίων προτιµάται το TVaR. 

 

 

 

10.3.4   4η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ  

 

Στην τέταρτη αυτή παραλλαγή το πλήθος των παρατηρήσεων είναι 10000 και 

η συνεχής βελτιστοποίηση γίνεται βάσει των τελευταίων 20 παρατηρήσεων, δηλαδή 

για χρονικές στιγµές t=9980 έως 9999. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την 

συνεχή βελτιστοποίηση για τα τρία µέτρα κινδύνου φαίνονται στα γραφήµατα [29.a], 

[30.a] και [31.a]. Σε σύγκριση µε την αντίστοιχη περίπτωση 3.2. οι κατανοµές δεν 

παρουσιάζουν τόσο ακραίες τιµές και αν και φαίνεται πως οι κατανοµές που 

προκύπτουν υπό την ελαχιστοποίηση του VaR και του TVaR µοιάζουν αρκετά µεταξύ 

τους, όπως φαίνεται από τα διαγράµµατα [30.b] και [31.b] αντίστοιχα, η κατανοµή 

των βέλτιστων χαρτοφυλακίων µε το µέτρο VaR έχει µεγαλύτερη µέση τιµή και 

µικρότερη διασπορά τιµών. Όµως τα χαρακτηριστικά και οι ιδιότητες υπολογισµού 

του µέτρου VaR στα διάφορα χαρτοφυλάκια µπορεί να έχει οδηγήσει σε 

παραπλανητικά αποτέλεσµατα, όπως και το µέτρο της τυπικής απόκλισης, µε 

αποτέλεσµα το µέτρο TVaR να είναι αυτό που αντανακλά ίσως καλύτερα µια πιο 

ρεαλιστική κατανοµή των βέλτιστων χαρτοφυλακίων συγκριτικά µε τις άλλες δύο. 
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10.4   ΣΦΑΛΜΑ ΕΞΕΙ∆ΙΚΕΥΣΗΣ 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι παρακάτω δύο εφαρµογές οι οποίες 

βασίζονται στην εφαρµογή 2 (10.2) και οι οποίες αφορούν λάθος εξειδίκευση, η µεν 

πρώτη αφορά τη λάθος εξειδίκευση του εν λόγω υποδείγµατος, και η δεύτερη την 

λανθασµένη υιοθέτηση της υπόθεσης της ανεξαρτησίας των αποδόσεων των δύο 

τίτλων. ( Το συγκεκριµένο πρόγραµµα αντιστοιχεί στο πρόγραµµα [ 4 ] του B’ µέρους 

του Παραρτήµατος). 

 

 

 

10.4.1  ΣΦΑΛΜΑ ΕΞΕΙ∆ΙΚΕΥΣΗΣ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ   

 

Στην εφαρµογή αυτή έχουµε κάνει σφάλµα εξειδίκευσης του υποδείγµατος 

που αφορά σφάλµα ως προς την οριακή κανονική κατανοµή των αποδόσεων. 

Έχουµε υποθέσει λανθασµένα ότι τα z προέρχονται από την κανονική κατανοµή ενώ 

στην πραγµατικότητα προέρχονται από την t-student κατανοµή. Η εφαρµογή 

αναφέρεται σε µέγεθος δείγµατος 120 παρατηρήσεων και η εκτίµηση γίνεται µε βάσει 

τις τελευταίες 20 χρονικές στιγµές.  

 

Η διαδικασία που ακολουθείται είναι παρόµοια µε αυτήν που ακολουθείται 

στην εφαρµογή 10.2 µε τη διαφορά ότι στην 1η υπορουτίνα ορίζουµε για τις 

τελευταίες 20 χρονικές στιγµές τα z να προέρχονται από την t-student κατανοµή, και 

ορίζουµε στο σηµείο του βρόγχου στο κυρίως πρόγραµµα επιπλέον την εκτίµηση της 

δειγµατικής διακύµανσης ενός E-GARCH (1,1) υποδείγµατος για καθένα από τους 

δύο τίτλους, ώστε να έχουµε πάλι την απόδοση για το βέλτιστο χαρτοφυλάκιο. Το 

υπολογιστικό πρόγραµµα E-Views κάνει τον έλεγχο για το µοντέλο E-GARCH 

θεωρώντας ότι οι αποδόσεις ακολουθούν κανονική κατανοµή. 

 

Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα γραφήµατα [32.a], [33.a], και [34.a] 

που αντιστοιχούν στις κατανοµές των βέλτιστων χαρτοφυλακίων υπό την 

ελαχιστοποίηση της τυπικής απόκλισης, του VaR και του TVaR αντίστοιχα.  

 

Το µέτρο κινδύνου VaR υπό αυτή την λανθασµένη υπόθεση δε δίνει ιδιαίτερα 

καλά και αξιόπιστα αποτελέσµατα σε σύγκριση µε τα άλλα δύο µέτρα κινδύνου που 

όπως φαίνεται από τα διαγράµµατα [32.b] και [34.b] παρουσιάζουν παρόµοια 

αποτελέσµατα.  Η βελτιστοποίηση του VaR για µη κανονικές κατανοµές, όπως 
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έχουµε υποθέσει σ’αυτήν την περίπτωση, ακολουθεί µια πιο δύσκολη διαδιακσία 

απ’ότι η αντίστοιχη µε το µέτρο TVaR. Επηρεάζει όπως φαίνεται τα αποτελέσµατα 

που δίνει η βελτιστοποίηση του VaR το γεγονός ότι οι αποδόσεις δεν ακολουθούν την 

t-student κατανοµή που χαρακτηρίζεται από πιο παχιές ουρές σε σύγκριση µε την 

κανονική κατανοµή που οι αποδόσεις κατανέµονται πιο οµαλοποιηµένες  στα άκρα 

και πιο συγκεντρωµένες γύρω από το µέσο. Παρουσιάζοντας, λοιπόν, σχετικά καλά 

αποτελέσµατα δεδοµένου του σφάλµατος εξειδίκευσης, η τυπική απόκλιση και το 

TVaR, λόγω των ιδιοτήτων του υπολογισµού του µέτρου TVaR και της συγκριτικής 

υπεροχής αυτού έναντι της τυπικής απόκλισης όσον αφορά και την εξασφάλιση 

απέναντι στον κίνδυνο, ενδείκνυται σε σχέση µε την τυπική απόκλιση.    

 

 

10.4.2   ΣΦΑΛΜΑ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑΣ 

 

Στην εφαρµογή αυτή έχουµε κάνει σφάλµα εξειδίκευσης που αφορά την 

εξάρτηση των δύο τίτλων. Στο γενικό υπόδειγµα έχουµε υποθέσει ότι οι αποδόσεις 

των δύο τίτλων είναι δεσµευµένα ανεξάρτητες αλλά αδέσµευτα εξαρτηµένες. Στην 

περίπτωση αυτή υιοθετούµε λανθασµένη την υπόθεση ότι είναι και αδέσµευτα 

ανεξάρτητες, δηλαδή υποθέτουµε ότι στις σχέσεις (2) και (3) β12=0 και β21=0 

αντίστοιχα. ( Το συγκεκριµένο πρόγραµµα αντιστοιχεί στο πρόγραµµα [ 5 ] του B’ 

µέρους του Παραρτήµατος). 

   

 

Η διαδικασία που ακολουθείται είναι παρόµοια µε αυτήν που ακολουθείται 

στην εφαρµογή 10.2 αλλά ορίζουµε στο σηµείο του βρόγχου στο κυρίως πρόγραµµα 

επιπλέον την εκτίµηση της δειγµατικής διακύµανσης ενός E-GARCH (1,1) 

υποδείγµατος για καθένα από τους δύο τίτλους, ώστε να έχουµε πάλι την απόδοση 

για το βέλτιστο χαρτοφυλάκιο. Θέτοντας, δηλαδή β12=0 και β21=0 στη συνάρτηση της 

διακύµανσης, αυτή παίρνει τη µορφή ενός E-GARCH (1,1) και έτσι εκτιµάµε δύο 

ανεξάρτητα µεταξύ τους E-GARCH (1,1) υποδείγµατα για καθεµία από τις τελευταίες 

20 χρονικές στιγµές. 

 

Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα γραφήµατα [35.a], [36.a], και [37.a] 

που αντιστοιχούν στις κατανοµές των βέλτιστων χαρτοφυλακίων υπό την 

ελαχιστοποίηση της τυπικής απόκλισης, του VaR και του TVaR αντίστοιχα.  
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Όπως φαίνεται, οι κατανοµές των βέλτιστων χαρτοφυλακίων υπό την 

ελαχιστοποίηση του ΤVaR και της τυπικής απόκλισης παρουσιάζουν αρνητική 

ασυµµετρία µε ακραίες αρνητικές τιµές, κάτι που δεν συµβαίνει µε την κατανοµή που 

προκύπτει από την ελαχιστοποίηση του VaR καθότι φαίνεται ότι η µέθοδος αυτή µας 

δίνει χαρτοφυλάκια µε καλύτερες αποδόσεις. Θεωρητικά το VaR θα ήταν το βέλτιστο 

µέτρο κινδύνου αλλά έχοντας κάνει λανθασµένα την υπόθεση της ανεξαρτησίας αυτό 

δεν ισχύει γιατί καθότι οι αποδόσεις των τίτλων είναι αδέσµευτα εξαρτηµένες µεταξύ 

τους και το µέτρο VaR δεν λαµβάνει υπόψη του τη διαφοροποίηση, στην 

πραγµατικότητα τα βέλτιστα χαρτοφυλάκια που κατασκευάζονται υπό την 

ελαχιστοποίηση του VaR θα αντιµετωπίζουν µεγαλύτερο κίνδυνο απ’ότι απεικονίζεται 

στο γράφηµα αυτό.   

 

 

Σηµειώνεται ότι τ’αποτελέσµατα των εφαρµογών µπορεί να επηρεάζονται από το 

κατά πόσο οι εκτιµήσεις µας είναι σωστές, από την υπολογιστική ορθότητα των 

προγραµµάτων βελτιστοποίησης που χρησιµοποιούνται κάθε φορά, και τέλος 

σηµαντικό στην εξαγωγή των αποτελεσµάτων και τη συνακόλουθη σύγκριση τους 

είναι η ίδια η µέθοδος σύγκρισης µε την Kernel κατανοµή που θεωρείται µία 

εκλέπτυνση του ιστογράµµατος ή της συνάρτησης πυκνότητας-συχνότητας και 

αποτελεί µία γραφική περιγραφή των δεδοµένων, η οποία µπορεί να µην 

αντικατοπτρίζει απόλυτα την πραγµατική µορφή της κατανοµής των δεδοµένων 

καθώς εξαρτάται από την παράµετρο εξοµάλυνσης ή εύρους ζώνης (h) η επιλογή του 

οποίου είναι κρίσιµη καθώς µεγάλη τιµή θα υπερ-εξοµαλύνει ενώ µικρή τιµή θα 

δυσκολεύει την προσέγγιση. 

 

 

 

 

10.5  ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΕ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΑ 

 

∆ιαθέτουµε τις εβδοµαδιαίες αποδόσεις των µετοχών του ΟΤΕ και της Εθνικής 

Τράπεζας για την χρονική περίοδο 09/04/98 – 13/12/07. Οι αποδόσεις αυτές των 

τίτλων αναφέρονται στις λογαριθµικές υπερβάλλουσες αποδόσεις τους, οι οποίες 

αντιστοιχούν στην απόδοση που έχουν αφού αφαιρέσουµε την απόδοση που δίνει 

ένα περιουσιακό στοιχείο µηδενικού κινδύνου ( risk-free rate ), καθώς αυτό που µας 

ενδιαφέρει  είναι να αποµονώσουµε τον καθαρό κίνδυνο που διατρέχουν οι τίτλοι 
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ώστε βάσει των προσδοκιών µας τη στιγµή κατασκευής του χαρτοφυλακίου να 

συγκρίνουµε την απόδοση αυτή µε την χωρίς κίνδυνο απόδοση που µας δίνει ένα 

άλλο περιουσιακό στοιχείο, έστω για παράδειγµα επιτόκια ενός κρατικού οµολόγου. 

Έτσι, σε κάθε χρονική στιγµή t, και συγκεκριµένα σε κάθε εβδοµάδα t εφόσον οι 

παρατηρήσεις είναι εβδοµαδιαίες και σ’αυτό το χρονικό διάστηµα θα 

αναπροσαρµόζουµε καταλλήλως το χαρτοφυλάκιο µας, υπολογίζοντας το µέτρο 

κινδύνου που έχουµε επιλέξει µε βάση την κατανοµή όπως θα έχει διαµορφωθεί 

εκείνη τη χρονική στιγµή t για κάθε δυνατό συνδυασµό βαρών ( weights ), θα 

ελαχιστοποιούµε το εν λόγω µέτρο επιλέγοντας έτσι χαρτοφυλάκιο. 

 

Για να υπολογίσουµε την υπερβάλλουσα λογαριθµική απόδοση θεωρούµε τα 

επιτόκια κρατικού οµολόγου που είναι όµως σε ετήσια βάση γι’αυτό και χρειάζεται να 

αναπροεξοφλήσουµε την τιµή για να συγκρίνουµε σε εβδοµαδιαία βάση θεωρώντας 

και συνεχή ανατοκισµό. Έχουµε λοιπόν :  υπερβάλλουσα λογαριθµική απόδοση = 

ln �MPUÕM  - ln(1 + �) UÖV . 

Σηµειώνεται, όπως είπαµε παραπάνω, ότι αναφερόµαστε στις 

υπερβάλλουσες λογαριθµικές αποδόσεις. Η λογαριθµική απόδοση τίτλου είναι rt = ln( ×! /×!R"),   όπου ×! η τιµή της µετοχής στο χρόνο t, στο τέλος δηλαδή της 

εβδοµάδας t. Χρησιµοποιούµε τη γεωµετρική απόδοση (λογαριθµική) γιατί έχει 

περισσότερο νόηµα από οικονοµικής άποψης από τη χρησιµοποίηση της 

αριθµητικής απόδοσης  { rt = (Pt – Pt-1) / Pt-1 } . Πρώτον, αν οι γεωµετρικές αποδόσεις 

κατανέµονται κανονικά τότε η κατανοµή δεν µπορεί ποτέ να οδηγήσει σε µία αρνητική 

τιµή ( αυτό συµβαίνει γιατί η αριστερή ουρά της κατανοµής καθώς ln(Pt – Pt-1) → - ∞  

πετυχαίνεται όταν (  Pt /Pt-1  ) → 0 ή  Pt → 0 ). Αντίθετα, χρησιµοποιώντας κανονικά 

κατανεµηµένες αριθµητικές αποδόσεις µπορεί να προκύψουν και αρνητικές τιµές 

µετοχών, γεγονός που δεν έχει κάποιο οικονοµικό νόηµα γιατί οι µέτοχοι έχουν 

περιορισµένη ευθύνη ( αυτό συµβαίνει γιατί, στις κανονικά διακριτές αποδόσεις,         

rt = ( Pt – Pt-1 ) / Pt-1 → −∞ πετυχαίνεται όταν ( Pt /Pt-1 )  - 1 < - 1 ή  Pt < 0 ). ∆εύτερο 

πλεονέκτηµα της χρησιµοποίησης των λογαριθµικών αποδόσεων είναι ότι µπορούν 

εύκολα να επιτρέψουν επεκτάσεις σε πολλαπλές περιόδους. Για παράδειγµα, αν 

έχουµε µία απόδοση για το χρονικό διάστηµα δύο µηνών, η γεωµετρική 

(λογαριθµική) απόδοση µπορεί να διασπαστεί ως εξής : rt,2 = ln( Pt / Pt-2 ) =               

ln( Pt-1 / Pt-2 ) = rt-1 + rt , έχοντας έτσι την 2-µηνών λογαριθµική απόδοση εκφρασµένη 

απλά ως το άθροισµα των αποδόσεων των δύο µηνών. ( Το συγκεκριµένο 

πρόγραµµα αντιστοιχεί στο πρόγραµµα [ 6 ] του B’ µέρους του Παραρτήµατος ). 
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Η διαδικασία εκτίµησης των βέλτιστων χαρτοφυλακίων για καθένα από τα 

µέτρα κινδύνου και η συνακόλουθη σύγκριση τους γίνεται για τις χρονικές στιγµές       

t = 253 έως 506. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα γραφήµατα [38.a], [39.a], και 

[40.a] που αντιστοιχούν στις κατανοµές των βέλτιστων χαρτοφυλακίων υπό την 

ελαχιστοποίηση της τυπικής απόκλισης, του VaR και του TVaR αντίστοιχα. 

Παρατηρούµε ότι µε τη βελτιστοποίηση των τριών διαφορετικών µέτρων  οι 

κατανοµές που προκύπτουν των βέλτιστων χαρτοφυλακίων που αποτελούνται από 

αυτές τις δύο µετοχές, δίνουν παρόµοια αποτελέσµατα και δεν διαφέρουν  πολύ 

µεταξύ τους όπως σε προηγούµενες περιπτώσεις που είχαµε ένα σχετικά µεγάλο 

µέγεθος δείγµατος. Εφόσον οι αποκλίσεις µεταξύ τους δεν είναι ιδιαίτερες και για 

λόγους που έχουν αναφερθεί, όπως της αποστροφής του επενδυτή ως προς τον 

κίνδυνο και των πλεονεκτηµάτων του TVaR έναντι των άλλων δύο µέτρων, 

προτιµάται το µέτρο TVaR.  
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

 

Στην παρούσα εργασία έχει γίνει ανάλυση και ερµηνεία της έννοιας του Value-

at-Risk ως µέτρο αποτίµησης κινδύνου των χαρτοφυλακίων και ακολούθως σύγκριση 

για την αποτελεσµατικότητα του και τις διαφορές ή οµοιότητες µε άλλα µέτρα 

κινδύνου, όπως το Tail Value-at-Risk. Η κατασκευή χαρτοφυλακίου είναι ένα σύνθετο 

πρόβληµα που εκτός από το αντικειµενικό κριτήριο του κινδύνου που αντιµετωπίζει 

ένας επενδυτής στο χαρτοφυλάκιο του, σχετίζεται και µε τις υποκειµενικές 

προτιµήσεις του και τους στόχους που ο ίδιος θέτει για τις αποδόσεις που αναµένει 

από την επένδυση του σε αυτό το χαρτοφυλάκιο.  

 

Οι διαδικασίες βελτιστοποίησης των διαφορετικών µέτρων κινδύνου που 

διεξήχθησαν είχαν ως σκοπό την πρακτική απεικόνιση και εξέταση των θεωρητικών 

διαφορών και οµοιοτήτων των µέτρων αυτών, ώστε να είναι δυνατή η περαιτέρω  

µελέτη και σύγκριση τους από τις κατανοµές των βέλτιστων χαρτοφυλακίων που 

αποδίδει καθένα από αυτά.  

 

Αυτές οι διαδικασίες βελτιστοποίησης στηρίχτηκαν στην υπόθεση της 

κανονικότητας των αποδόσεων, για την ακρίβεια της δεσµευµένης κανονικότητας, µία 

υπόθεση που συνήθως δεν ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα, καθώς οι 

αποδόσεις των χρηµατοοικονοµικών προϊόντων τείνουν ν’ακολουθούν µία µη-

κανονική κατανοµή µε πιο παχιές ουρές και ασυµµετρία λόγω των ακραίων αλλαγών 

των τιµών, όπως η t-student κατανοµή. Η επέκταση των υποδειγµάτων µε 

αντικατάσταση τέτοιων κατανοµών ενδείκνυται για περαιτέρω έρευνα. Όπως επίσης, 

θα µπορούσε να αρθεί και η υπόθεση των µηδενικών δεσµευµένων ή µη 

δεσµευµένων αναµενόµενων τιµών, υπόθεση που χρησιµοποιήθηκε ώστε να µη 

λάβουµε περιορισµούς στις βελτιστοποιήσεις που διεξήχθησαν.  
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 
 
 
 
 
 
 
ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ  [1] 
 
 
subroutine monte (series r1, series r2, vector par1, vector par2) 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
 
scalar omega_a=par1(1) 
scalar alpha_a=par1(2) 
scalar gamma_a=par1(3) 
scalar beta_a=par1(4) 
scalar beta_ab=par1(5) 
 
scalar omega_b=par2(1) 
scalar alpha_b=par2(2) 
scalar gamma_b=par2(3) 
scalar beta_b=par2(4) 
scalar beta_ba=par2(5) 
 
smpl s1 
 
series z1=nrnd 
series z2=nrnd 
 
series hh1=1 
series hh2=1 
 
series r1=z1*@sqrt(hh1) 
series r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
smpl s2 
 
hh1=@exp(omega_a+alpha_a*@abs(z1(-1))+gamma_a*z1(-1)+beta_a*@log(hh1(-
1))+beta_ab*@log(hh2(-1))) 
 
hh2=@exp(omega_b+alpha_b*@abs(z2(-1))+gamma_a*z2(-1)+beta_b*@log(hh2(-
1))+beta_ba*@log(hh1(-1))) 
 
 
r1=z1*@sqrt(hh1) 
r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local mle_model (series hf1, series hf2, series r1, series r2, vector par1, vector 
par2) 
 
!rows=@obs(r1) 
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sample ss1 1 !rows 
sample ss2 2 !rows 
 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
 
coef(1) lomega_a=par1(1) 
coef(1) lalpha_a=par1(2) 
coef(1) lgamma_a=par1(3) 
coef(1) lbeta_a=par1(4) 
coef(1) lbeta_ab=par1(5) 
 
coef(1) lomega_b=par2(1) 
coef(1) lalpha_b=par2(2) 
coef(1) lgamma_b=par2(3) 
coef(1) lbeta_b=par2(4) 
coef(1) lbeta_ba=par2(5) 
 
logl ll1 
 
ll1.append @logl lik1 
 
smpl ss1 
 
series hf1=1 
series hf2=1 
 
ll1.append hf1=1 
ll1.append hf2=1 
ll1.append lik1=-0.5*(r1*r1+ r2*r2) 
 
 
smpl ss2 
 
series hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-1)))+lgamma_a(1)*r1(-
1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
series hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-1)))+lgamma_b(1)*r2(-
1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-
1)))+lgamma_a(1)*r1(-1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
 
ll1.append hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-
1)))+lgamma_b(1)*r2(-1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append lik1=-0.5*((r1*r1/hf1)+r2*r2/(hf2))-0.5*@log(hf1*hf2) 
 
 
ll1.ml(b, m=1000000, c=0.0000001, showopts) 
 
 
endsub 
 
 
subroutine local Port_Choice (scalar opt_weight, scalar h1, scalar h2, scalar alpha) 
 
logl ll2 
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series help1=h1 
series help2=h2 
 
coef(1) w=0 
ll2.append @logl lik2 
ll2.append lik2=-@sin(w(1))*@sin(w(1))*help1-(1-@sin(w(1)))*(1-@sin(w(1)))*help2 
ll2.ml 
 
opt_weight=@abs(@sin(w(1))) 
 
endsub 
 
workfile initial_exercise u 1 120 
 
 
sample s1 @all 
sample s2 2 @last 
 
sample s3 100 @last 
sample s4 101 @last 
 
smpl s1 
 
scalar s=20 
vector(5)  par1 
 
par1(1)=-0.1 
par1(2)=0.4 
par1(3)=-0.6 
par1(4)=0.4 
par1(5)=0.4 
 
vector(5) par2 
 
par2(1)=-0.3 
par2(2)=0.2 
par2(3)=-0.8 
par2(4)=0.3 
par2(5)=-0.6 
 
series r1 
series r2 
 
call monte ( r1, r2, par1, par2 ) 
 
 
vector(s) opt_weight 
 
scalar alpha=0.05 
 
scalar sc1 
 
series Opt_Port=0 
 
for !i=1 to s 
 
smpl 1 100+!i-1 
 
series hf1=0 
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series hf2=0 
 
 
call mle_model (hf1, hf2, r1, r2, par1, par2 ) 
 
smpl 1 100+!i-1 
 
sc1=0 
 
call Port_Choice (sc1, hf1(100+!i-1), hf2(100+!i-1),  alpha) 
 
opt_weight(!i)=sc1 
 
Opt_Port(100+!i)=opt_weight(!i)*r1(100+!i)+(1-opt_weight(!i))*r2(100+!i) 
 
next 
 
smpl s3 
 
Opt_Port.kdensity(k=n) 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ  [ 2 ] 
 
 
 
 
subroutine monte (series r1, series r2, vector par1, vector par2) 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
 
scalar omega_a=par1(1) 
scalar alpha_a=par1(2) 
scalar gamma_a=par1(3) 
scalar beta_a=par1(4) 
scalar beta_ab=par1(5) 
 
scalar omega_b=par2(1) 
scalar alpha_b=par2(2) 
scalar gamma_b=par2(3) 
scalar beta_b=par2(4) 
scalar beta_ba=par2(5) 
 
smpl s1 
 
series z1=nrnd 
series z2=nrnd 
 
series hh1=1 
series hh2=1 
 
series r1=z1*@sqrt(hh1) 
series r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
smpl s2 
 
hh1=@exp(omega_a+alpha_a*@abs(z1(-1))+gamma_a*z1(-1)+beta_a*@log(hh1(-
1))+beta_ab*@log(hh2(-1))) 
 
hh2=@exp(omega_b+alpha_b*@abs(z2(-1))+gamma_b*z2(-1)+beta_b*@log(hh2(-
1))+beta_ba*@log(hh1(-1))) 
 
 
r1=z1*@sqrt(hh1) 
r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local mle_model (series zf1, series zf2, series r1, series r2, vector par1, vector 
par2) 
 
!rows=@obs(r1) 
 
sample ss1 1 !rows 
sample ss2 2 !rows 
 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
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coef(1) lomega_a=par1(1) 
coef(1) lalpha_a=par1(2) 
coef(1) lgamma_a=par1(3) 
coef(1) lbeta_a=par1(4) 
coef(1) lbeta_ab=par1(5) 
 
coef(1) lomega_b=par2(1) 
coef(1) lalpha_b=par2(2) 
coef(1) lgamma_b=par2(3) 
coef(1) lbeta_b=par2(4) 
coef(1) lbeta_ba=par2(5) 
 
logl ll1 
 
ll1.append @logl lik1 
 
smpl ss1 
 
series hf1=1 
series hf2=1 
 
ll1.append hf1=1.5 
ll1.append hf2=1.5 
ll1.append lik1=-0.5*(r1*r1+ r2*r2) 
 
 
smpl ss2 
 
series hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-1)))+lgamma_a(1)*r1(-
1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
series hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-1)))+lgamma_b(1)*r2(-
1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-
1)))+lgamma_a(1)*r1(-1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
 
ll1.append hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-
1)))+lgamma_b(1)*r2(-1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append lik1=-0.5*((r1*r1/hf1)+r2*r2/(hf2))-0.5*@log(hf1*hf2) 
 
 
ll1.ml(b, m=1000000, c=0.0000001, showopts) 
 
smpl ss1 
 
series zf1=r1/@sqrt(hf1) 
series zf2=r2/@sqrt(hf2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local Port_Choice (scalar opt_weight_StanDev,scalar opt_weight_VaR, scalar 
opt_weight_TVaR, series A, series B, scalar alpha) 
 
 
logl ll2 
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coef(1) w=0 
series help=0 
 
ll2.append @logl lik2 
ll2.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll2.append lik2=-@sqrt(@var(help)) 
ll2.ml 
opt_weight_StanDev=@abs(@sin(w(1))) 
 
 
logl ll3 
 
coef(1) w=0 
series help=0 
series alphas=alpha 
 
ll3.append @logl lik3 
ll3.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll3.append lik3=-@mean(help)+@quantile(help,alphas) 
ll3.ml 
opt_weight_VaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
logl ll4 
 
coef(1) w=2 
series help=0 
series help1=0 
series help2=0 
series help3=0 
series help4=1 
 
 
ll4.append @logl lik4 
ll4.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
 
ll4.append help1=help*(help<= @quantile(help,alphas)) 
ll4.append lik4=-@mean(help)+@mean(help1<>0) 
ll4.ml 
opt_weight_TVaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
endsub 
 
workfile initial_exercise u 1 120 
 
 
sample s1 @all 
sample s2 2 @last 
 
sample s3 100 @last 
sample s4 101 @last 
 
smpl s1 
 
scalar s=20 
vector(5)  par1 
 
par1(1)=-0.1 
par1(2)=0.4 
par1(3)=-0.6 
par1(4)=0.4 
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par1(5)=0.4 
 
vector(5) par2 
 
par2(1)=-0.3 
par2(2)=0.2 
par2(3)=-0.8 
par2(4)=0.3 
par2(5)=-0.6 
 
series r1 
series r2 
 
call monte ( r1, r2, par1, par2 ) 
 
 
vector(s) opt_weight_StanDev 
vector(s) opt_weight_VaR 
vector(s) opt_weight_TVaR 
 
scalar alpha=0.05 
 
scalar sc1 
scalar sc2 
scalar sc3 
 
series Opt_Port_StanDev=0 
series Opt_Port_VaR=0 
series Opt_Port_TVaR=0 
 
for !i=1 to s 
 
smpl 1 100+!i-1 
 
series zf1=0 
series zf2=0 
 
 
call mle_model (zf1, zf2, r1, r2, par1, par2 ) 
 
 
sc1=0 
sc2=0 
sc3=0 
 
call Port_Choice (sc1, sc2, sc3, zf1, zf2,  alpha) 
 
opt_weight_StanDev(!i)=sc1 
opt_weight_VaR(!i)=sc2 
opt_weight_TVaR(!i)=sc3 
 
Opt_Port_StanDev(100+!i)=opt_weight_StanDev(!i)*r1(100+!i)+(1-
opt_weight_StanDev(!i))*r2(100+!i) 
Opt_Port_VaR(100+!i)=opt_weight_VaR(!i)*r1(100+!i)+(1-opt_weight_VaR(!i))*r2(100+!i) 
Opt_Port_TVaR(100+!i)=opt_weight_TVaR(!i)*r1(100+!i)+(1-opt_weight_TVaR(!i))*r2(100+!i) 
 
next 
 
smpl s3 
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Opt_Port_StanDev.kdensity(k=n) 
Opt_Port_VaR.kdensity(k=n) 
Opt_Port_TVaR.kdensity(k=n) 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ   [ 3 ] 
 
 
 
subroutine monte (series r1, series r2, vector par1, vector par2) 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
 
scalar omega_a=par1(1) 
scalar alpha_a=par1(2) 
scalar gamma_a=par1(3) 
scalar beta_a=par1(4) 
scalar beta_ab=par1(5) 
 
scalar omega_b=par2(1) 
scalar alpha_b=par2(2) 
scalar gamma_b=par2(3) 
scalar beta_b=par2(4) 
scalar beta_ba=par2(5) 
 
smpl s1 
 
series z1=nrnd 
series z2=nrnd 
 
series hh1=1 
series hh2=1 
 
series r1=z1*@sqrt(hh1) 
series r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
smpl s2 
 
hh1=@exp(omega_a+alpha_a*@abs(z1(-1))+gamma_a*z1(-1)+beta_a*@log(hh1(-
1))+beta_ab*@log(hh2(-1))) 
 
hh2=@exp(omega_b+alpha_b*@abs(z2(-1))+gamma_b*z2(-1)+beta_b*@log(hh2(-
1))+beta_ba*@log(hh1(-1))) 
 
 
r1=z1*@sqrt(hh1) 
r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local mle_model (series zf1, series zf2, series r1, series r2, vector par1, vector 
par2) 
 
!rows=@obs(r1) 
 
sample ss1 1 !rows 
sample ss2 2 !rows 
 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
 
coef(1) lomega_a=par1(1) 
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coef(1) lalpha_a=par1(2) 
coef(1) lgamma_a=par1(3) 
coef(1) lbeta_a=par1(4) 
coef(1) lbeta_ab=par1(5) 
 
coef(1) lomega_b=par2(1) 
coef(1) lalpha_b=par2(2) 
coef(1) lgamma_b=par2(3) 
coef(1) lbeta_b=par2(4) 
coef(1) lbeta_ba=par2(5) 
 
logl ll1 
 
ll1.append @logl lik1 
 
smpl ss1 
 
series hf1=1 
series hf2=1 
 
ll1.append hf1=1.5 
ll1.append hf2=1.5 
ll1.append lik1=-0.5*(r1*r1+ r2*r2) 
 
 
smpl ss2 
 
series hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-1)))+lgamma_a(1)*r1(-
1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
series hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-1)))+lgamma_b(1)*r2(-
1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-
1)))+lgamma_a(1)*r1(-1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
 
ll1.append hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-
1)))+lgamma_b(1)*r2(-1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append lik1=-0.5*((r1*r1/hf1)+r2*r2/(hf2))-0.5*@log(hf1*hf2) 
 
 
ll1.ml(b, m=1000000, c=0.0000001, showopts) 
 
smpl ss1 
 
series zf1=r1/@sqrt(hf1) 
series zf2=r2/@sqrt(hf2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local Port_Choice (scalar opt_weight_StanDev,scalar opt_weight_VaR, scalar 
opt_weight_TVaR, series A, series B, scalar alpha) 
 
 
logl ll2 
 
coef(1) w=0 
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series help=0 
 
ll2.append @logl lik2 
ll2.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll2.append lik2=-@sqrt(@var(help)) 
ll2.ml 
opt_weight_StanDev=@abs(@sin(w(1))) 
 
 
logl ll3 
 
coef(1) w=0 
series help=0 
series alphas=alpha 
 
ll3.append @logl lik3 
ll3.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll3.append lik3=-@mean(help)+@quantile(help,alphas) 
ll3.ml 
opt_weight_VaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
logl ll4 
 
coef(1) w=2 
series help=0 
series help1=0 
series help2=0 
series help3=0 
series help4=1 
 
 
ll4.append @logl lik4 
ll4.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
 
ll4.append help1=help*(help<= @quantile(help,alphas)) 
ll4.append lik4=-@mean(help)+@mean(help1<>0) 
ll4.ml 
opt_weight_TVaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
endsub 
 
workfile initial_exercise u 1 120 
 
 
sample s1 @all 
sample s2 2 @last 
 
sample s3 100 @last 
sample s4 101 @last 
 
smpl s1 
 
scalar s=20 
vector(5)  par1 
 
par1(1)=-0.1 
par1(2)=0.4 
par1(3)=-0.6 
par1(4)=0.4 
par1(5)=0.4 
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vector(5) par2 
 
par2(1)=-0.3 
par2(2)=0.2 
par2(3)=-0.8 
par2(4)=0.3 
par2(5)=-0.6 
 
series r1 
series r2 
 
call monte ( r1, r2, par1, par2 ) 
 
 
vector(s) opt_weight_StanDev 
vector(s) opt_weight_VaR 
vector(s) opt_weight_TVaR 
 
scalar alpha=0.05 
 
scalar sc1 
scalar sc2 
scalar sc3 
 
series Opt_Port_StanDev=0 
series Opt_Port_VaR=0 
series Opt_Port_TVaR=0 
 
for !i=1 to s 
 
smpl 1 100+!i-1 
 
series zf1=0 
series zf2=0 
 
call Port_Choice (sc1, sc2, sc3, r1, r2,  alpha) 
 
opt_weight_StanDev(!i)=sc1 
opt_weight_VaR(!i)=sc2 
opt_weight_TVaR(!i)=sc3 
 
Opt_Port_StanDev(100+!i)=opt_weight_StanDev(!i)*r1(100+!i)+(1-
opt_weight_StanDev(!i))*r2(100+!i) 
Opt_Port_VaR(100+!i)=opt_weight_VaR(!i)*r1(100+!i)+(1-opt_weight_VaR(!i))*r2(100+!i) 
Opt_Port_TVaR(100+!i)=opt_weight_TVaR(!i)*r1(100+!i)+(1-opt_weight_TVaR(!i))*r2(100+!i) 
 
next 
 
smpl s3 
 
Opt_Port_StanDev.kdensity(k=n) 
Opt_Port_VaR.kdensity(k=n) 
Opt_Port_TVaR.kdensity(k=n) 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ   [ 4 ] 
  
 
 
subroutine monte (series r1, series r2, vector par1, vector par2) 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
 
scalar omega_a=par1(1) 
scalar alpha_a=par1(2) 
scalar gamma_a=par1(3) 
scalar beta_a=par1(4) 
scalar beta_ab=par1(5) 
 
scalar omega_b=par2(1) 
scalar alpha_b=par2(2) 
scalar gamma_b=par2(3) 
scalar beta_b=par2(4) 
scalar beta_ba=par2(5) 
 
smpl s1 
 
series z1=@rtdist(20) 
series z2=@rtdist(20) 
 
series hh1=1 
series hh2=1 
 
series r1=z1*@sqrt(hh1) 
series r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
smpl s2 
 
hh1=@exp(omega_a+alpha_a*@abs(z1(-1))+gamma_a*z1(-1)+beta_a*@log(hh1(-
1))+beta_ab*@log(hh2(-1))) 
 
hh2=@exp(omega_b+alpha_b*@abs(z2(-1))+gamma_b*z2(-1)+beta_b*@log(hh2(-
1))+beta_ba*@log(hh1(-1))) 
 
 
r1=z1*@sqrt(hh1) 
r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local mle_model (series zf1, series zf2, series r1, series r2, vector par1, vector 
par2) 
 
!rows=@obs(r1) 
 
sample ss1 1 !rows 
sample ss2 2 !rows 
 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
 
coef(1) lomega_a=par1(1) 
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coef(1) lalpha_a=par1(2) 
coef(1) lgamma_a=par1(3) 
coef(1) lbeta_a=par1(4) 
coef(1) lbeta_ab=par1(5) 
 
coef(1) lomega_b=par2(1) 
coef(1) lalpha_b=par2(2) 
coef(1) lgamma_b=par2(3) 
coef(1) lbeta_b=par2(4) 
coef(1) lbeta_ba=par2(5) 
 
logl ll1 
 
ll1.append @logl lik1 
 
smpl ss1 
 
series hf1=1 
series hf2=1 
 
ll1.append hf1=1.5 
ll1.append hf2=1.5 
ll1.append lik1=-0.5*(r1*r1+ r2*r2) 
 
 
smpl ss2 
 
series hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-1)))+lgamma_a(1)*r1(-
1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
series hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-1)))+lgamma_b(1)*r2(-
1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-
1)))+lgamma_a(1)*r1(-1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
 
ll1.append hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-
1)))+lgamma_b(1)*r2(-1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append lik1=-0.5*((r1*r1/hf1)+r2*r2/(hf2))-0.5*@log(hf1*hf2) 
 
 
ll1.ml(b, m=1000000, c=0.0000001, showopts) 
 
smpl ss1 
 
series zf1=r1/@sqrt(hf1) 
series zf2=r2/@sqrt(hf2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local Port_Choice (scalar opt_weight_StanDev,scalar opt_weight_VaR, scalar 
opt_weight_TVaR, series A, series B, scalar alpha) 
 
 
logl ll2 
 
coef(1) w=0 
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series help=0 
 
ll2.append @logl lik2 
ll2.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll2.append lik2=-@sqrt(@var(help)) 
ll2.ml 
opt_weight_StanDev=@abs(@sin(w(1))) 
 
 
logl ll3 
 
coef(1) w=0 
series help=0 
series alphas=alpha 
 
ll3.append @logl lik3 
ll3.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll3.append lik3=-@mean(help)+@quantile(help,alphas) 
ll3.ml 
opt_weight_VaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
logl ll4 
 
coef(1) w=2 
series help=0 
series help1=0 
series help2=0 
series help3=0 
series help4=1 
 
 
ll4.append @logl lik4 
ll4.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
 
ll4.append help1=help*(help<= @quantile(help,alphas)) 
ll4.append lik4=-@mean(help)+@mean(help1<>0) 
ll4.ml 
opt_weight_TVaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
endsub 
 
workfile initial_exercise u 1 120 
 
 
sample s1 @all 
sample s2 2 @last 
 
sample s3 100 @last 
sample s4 101 @last 
 
smpl s1 
 
scalar s=20 
vector(5)  par1 
 
par1(1)=-0.1 
par1(2)=0.4 
par1(3)=-0.6 
par1(4)=0.4 
par1(5)=0.4 
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vector(5) par2 
 
par2(1)=-0.3 
par2(2)=0.2 
par2(3)=-0.8 
par2(4)=0.3 
par2(5)=-0.6 
 
series r1 
series r2 
 
call monte ( r1, r2, par1, par2 ) 
 
 
vector(s) opt_weight_StanDev 
vector(s) opt_weight_VaR 
vector(s) opt_weight_TVaR 
 
scalar alpha=0.05 
 
 
scalar sc1 
scalar sc2 
scalar sc3 
 
series Opt_Port_StanDev=0 
series Opt_Port_VaR=0 
series Opt_Port_TVaR=0 
 
for !i=1 to s 
 
smpl 1 100+!i-1 
 
series hf1=0 
series hf2=0 
series zf1=0 
series zf2=0 
 
vector(10) est=0 
 
 
equation eq1.arch(1,1,e) r1 
eq1.makegarch hf1 
zf1=r1/@sqrt(hf1) 
 
equation eq2.arch(1,1,e) r2 
eq2.makegarch hf2 
zf2=r2/@sqrt(hf2) 
 
 
sc1=0 
sc2=0 
sc3=0 
 
call Port_Choice (sc1, sc2, sc3, zf1, zf2,  alpha) 
 
opt_weight_StanDev(!i)=sc1 
opt_weight_VaR(!i)=sc2 
opt_weight_TVaR(!i)=sc3 
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Opt_Port_StanDev(100+!i)=opt_weight_StanDev(!i)*r1(100+!i)+(1-
opt_weight_StanDev(!i))*r2(100+!i) 
Opt_Port_VaR(100+!i)=opt_weight_VaR(!i)*r1(100+!i)+(1-opt_weight_VaR(!i))*r2(100+!i) 
Opt_Port_TVaR(100+!i)=opt_weight_TVaR(!i)*r1(100+!i)+(1-opt_weight_TVaR(!i))*r2(100+!i) 
 
next 
 
smpl s4 
 
Opt_Port_StanDev.kdensity(k=n) 
Opt_Port_VaR.kdensity(k=n) 
Opt_Port_TVaR.kdensity(k=n) 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ   [ 5 ] 
 
 
 
 
subroutine monte (series r1, series r2, vector par1, vector par2) 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
 
scalar omega_a=par1(1) 
scalar alpha_a=par1(2) 
scalar gamma_a=par1(3) 
scalar beta_a=par1(4) 
scalar beta_ab=par1(5) 
 
scalar omega_b=par2(1) 
scalar alpha_b=par2(2) 
scalar gamma_b=par2(3) 
scalar beta_b=par2(4) 
scalar beta_ba=par2(5) 
 
smpl s1 
 
series z1=nrnd 
series z2=nrnd 
 
series hh1=1 
series hh2=1 
 
series r1=z1*@sqrt(hh1) 
series r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
smpl s2 
 
hh1=@exp(omega_a+alpha_a*@abs(z1(-1))+gamma_a*z1(-1)+beta_a*@log(hh1(-
1))+beta_ab*@log(hh2(-1))) 
 
hh2=@exp(omega_b+alpha_b*@abs(z2(-1))+gamma_b*z2(-1)+beta_b*@log(hh2(-
1))+beta_ba*@log(hh1(-1))) 
 
 
r1=z1*@sqrt(hh1) 
r2=z2*@sqrt(hh2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local mle_model (series zf1, series zf2, series r1, series r2, vector par1, vector 
par2) 
 
!rows=@obs(r1) 
 
sample ss1 1 !rows 
sample ss2 2 !rows 
 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
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coef(1) lomega_a=par1(1) 
coef(1) lalpha_a=par1(2) 
coef(1) lgamma_a=par1(3) 
coef(1) lbeta_a=par1(4) 
coef(1) lbeta_ab=par1(5) 
 
coef(1) lomega_b=par2(1) 
coef(1) lalpha_b=par2(2) 
coef(1) lgamma_b=par2(3) 
coef(1) lbeta_b=par2(4) 
coef(1) lbeta_ba=par2(5) 
 
logl ll1 
 
ll1.append @logl lik1 
 
smpl ss1 
 
series hf1=1 
series hf2=1 
 
ll1.append hf1=1.5 
ll1.append hf2=1.5 
ll1.append lik1=-0.5*(r1*r1+ r2*r2) 
 
 
smpl ss2 
 
series hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-1)))+lgamma_a(1)*r1(-
1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
series hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-1)))+lgamma_b(1)*r2(-
1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-
1)))+lgamma_a(1)*r1(-1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
 
ll1.append hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-
1)))+lgamma_b(1)*r2(-1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append lik1=-0.5*((r1*r1/hf1)+r2*r2/(hf2))-0.5*@log(hf1*hf2) 
 
 
ll1.ml(b, m=1000000, c=0.0000001, showopts) 
 
smpl ss1 
 
series zf1=r1/@sqrt(hf1) 
series zf2=r2/@sqrt(hf2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local Port_Choice (scalar opt_weight_StanDev,scalar opt_weight_VaR, scalar 
opt_weight_TVaR, series A, series B, scalar alpha) 
 
 
logl ll2 
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coef(1) w=0 
series help=0 
 
ll2.append @logl lik2 
ll2.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll2.append lik2=-@sqrt(@var(help)) 
ll2.ml 
opt_weight_StanDev=@abs(@sin(w(1))) 
 
 
logl ll3 
 
coef(1) w=0 
series help=0 
series alphas=alpha 
 
ll3.append @logl lik3 
ll3.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll3.append lik3=-@mean(help)+@quantile(help,alphas) 
ll3.ml 
opt_weight_VaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
logl ll4 
 
coef(1) w=2 
series help=0 
series help1=0 
series help2=0 
series help3=0 
series help4=1 
 
 
ll4.append @logl lik4 
ll4.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
 
ll4.append help1=help*(help<= @quantile(help,alphas)) 
ll4.append lik4=-@mean(help)+@mean(help1<>0) 
ll4.ml 
opt_weight_TVaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
endsub 
 
workfile initial_exercise u 1 120 
 
 
sample s1 @all 
sample s2 2 @last 
 
sample s3 100 @last 
sample s4 101 @last 
 
smpl s1 
 
scalar s=20 
vector(5)  par1 
 
par1(1)=-0.1 
par1(2)=0.4 
par1(3)=-0.6 
par1(4)=0.4 
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par1(5)=0.4 
 
vector(5) par2 
 
par2(1)=-0.3 
par2(2)=0.2 
par2(3)=-0.8 
par2(4)=0.3 
par2(5)=-0.6 
 
series r1 
series r2 
 
call monte ( r1, r2, par1, par2 ) 
 
 
vector(s) opt_weight_StanDev 
vector(s) opt_weight_VaR 
vector(s) opt_weight_TVaR 
 
scalar alpha=0.05 
 
 
scalar sc1 
scalar sc2 
scalar sc3 
 
series Opt_Port_StanDev=0 
series Opt_Port_VaR=0 
series Opt_Port_TVaR=0 
 
for !i=1 to s 
 
smpl 1 100+!i-1 
 
series hf1=0 
series hf2=0 
series zf1=0 
series zf2=0 
 
vector(10) est=0 
 
 
equation eq1.arch(1,1,e) r1 
eq1.makegarch hf1 
zf1=r1/@sqrt(hf1) 
 
equation eq2.arch(1,1,e) r2 
eq2.makegarch hf2 
zf2=r2/@sqrt(hf2) 
 
 
sc1=0 
sc2=0 
sc3=0 
 
call Port_Choice (sc1, sc2, sc3, zf1, zf2,  alpha) 
 
opt_weight_StanDev(!i)=sc1 
opt_weight_VaR(!i)=sc2 
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opt_weight_TVaR(!i)=sc3 
 
Opt_Port_StanDev(100+!i)=opt_weight_StanDev(!i)*r1(100+!i)+(1-
opt_weight_StanDev(!i))*r2(100+!i) 
Opt_Port_VaR(100+!i)=opt_weight_VaR(!i)*r1(100+!i)+(1-opt_weight_VaR(!i))*r2(100+!i) 
Opt_Port_TVaR(100+!i)=opt_weight_TVaR(!i)*r1(100+!i)+(1-opt_weight_TVaR(!i))*r2(100+!i) 
 
next 
 
smpl s4 
 
Opt_Port_StanDev.kdensity(k=n) 
Opt_Port_VaR.kdensity(k=n) 
Opt_Port_TVaR.kdensity(k=n) 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ   [ 6 ] 
 
 
 
subroutine local mle_model (series zf1, series zf2, series r1, series r2, vector par1, vector 
par2) 
 
!rows=@obs(r1) 
 
sample ss1 1 !rows 
sample ss2 2 !rows 
 
 
vector(5) par1 
vector(5) par2 
 
coef(1) lomega_a=par1(1) 
coef(1) lalpha_a=par1(2) 
coef(1) lgamma_a=par1(3) 
coef(1) lbeta_a=par1(4) 
coef(1) lbeta_ab=par1(5) 
 
coef(1) lomega_b=par2(1) 
coef(1) lalpha_b=par2(2) 
coef(1) lgamma_b=par2(3) 
coef(1) lbeta_b=par2(4) 
coef(1) lbeta_ba=par2(5) 
 
logl ll1 
 
ll1.append @logl lik1 
 
smpl ss1 
 
series hf1=1 
series hf2=1 
 
ll1.append hf1=1.5 
ll1.append hf2=1.5 
ll1.append lik1=-0.5*(r1*r1+ r2*r2) 
 
 
smpl ss2 
 
series hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-1)))+lgamma_a(1)*r1(-
1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
series hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-1)))+lgamma_b(1)*r2(-
1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append hf1=@exp(lomega_a(1)+lalpha_a(1)*@abs(r1(-1)/@sqrt(hf1(-
1)))+lgamma_a(1)*r1(-1)/@sqrt(hf1(-1))+lbeta_a(1)*@log(hf1(-1))+lbeta_ab(1)*@log(hf2(-1))) 
 
ll1.append hf2=@exp(lomega_b(1)+lalpha_b(1)*@abs(r2(-1)/@sqrt(hf2(-
1)))+lgamma_b(1)*r2(-1)/@sqrt(hf2(-1))+lbeta_b(1)*@log(hf2(-1))+ lbeta_ba(1)*@log(hf1(-1))) 
 
 
ll1.append lik1=-0.5*((r1*r1/hf1)+r2*r2/(hf2))-0.5*@log(hf1*hf2) 
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ll1.ml(b, m=1000000, c=0.0000001, showopts) 
 
smpl ss1 
 
series zf1=r1/@sqrt(hf1) 
series zf2=r2/@sqrt(hf2) 
 
endsub 
 
 
subroutine local Port_Choice (scalar opt_weight_StanDev,scalar opt_weight_VaR, scalar 
opt_weight_TVaR, series A, series B, scalar alpha) 
 
 
logl ll2 
 
coef(1) w=0 
series help=0 
 
ll2.append @logl lik2 
ll2.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll2.append lik2=-@sqrt(@var(help)) 
ll2.ml 
opt_weight_StanDev=@abs(@sin(w(1))) 
 
 
logl ll3 
 
coef(1) w=0 
series help=0 
series alphas=alpha 
 
ll3.append @logl lik3 
ll3.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
ll3.append lik3=-@mean(help)+@quantile(help,alphas) 
ll3.ml 
opt_weight_VaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
logl ll4 
 
coef(1) w=2 
series help=0 
series help1=0 
series help2=0 
series help3=0 
series help4=1 
 
 
ll4.append @logl lik4 
ll4.append help=@abs(@sin(w(1)))*A+(1-@abs(@sin(w(1))))*B 
 
ll4.append help1=help*(help<= @quantile(help,alphas)) 
ll4.append lik4=-@mean(help)+@mean(help1<>0) 
ll4.ml 
opt_weight_TVaR=@abs(@sin(w(1))) 
 
endsub 
 
load workfile_data  
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sample s1 @all 
sample s2 2 @last 
 
sample s3 253 @last 
sample s4 254 @last 
 
smpl s1 
 
scalar s=253 
vector(5)  par1 
 
par1(1)=-0.1 
par1(2)=0.4 
par1(3)=-0.6 
par1(4)=0.4 
par1(5)=0.4 
 
vector(5) par2 
 
par2(1)=-0.3 
par2(2)=0.2 
par2(3)=-0.8 
par2(4)=0.3 
par2(5)=-0.6 
 
series r1 
series r2 
 
vector(s) opt_weight_StanDev 
vector(s) opt_weight_VaR 
vector(s) opt_weight_TVaR 
 
scalar alpha=0.05 
 
scalar sc1 
scalar sc2 
scalar sc3 
 
series Opt_Port_StanDev=0 
series Opt_Port_VaR=0 
series Opt_Port_TVaR=0 
 
for !i=1 to s 
 
smpl 1 253+!i-1 
 
series zf1=0 
series zf2=0 
 
 
call mle_model (zf1, zf2, r1, r2, par1, par2 ) 
 
 
sc1=0 
sc2=0 
sc3=0 
 
call Port_Choice (sc1, sc2, sc3, zf1, zf2,  alpha) 
 
opt_weight_StanDev(!i)=sc1 
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opt_weight_VaR(!i)=sc2 
opt_weight_TVaR(!i)=sc3 
 
Opt_Port_StanDev(253+!i)=opt_weight_StanDev(!i)*r1(253+!i)+(1-
opt_weight_StanDev(!i))*r2(253+!i) 
Opt_Port_VaR(253+!i)=opt_weight_VaR(!i)*r1(253+!i)+(1-opt_weight_VaR(!i))*r2(253+!i) 
Opt_Port_TVaR(253+!i)=opt_weight_TVaR(!i)*r1(253+!i)+(1-opt_weight_TVaR(!i))*r2(253+!i) 
 
next 
 
smpl s3 
 
Opt_Port_StanDev.kdensity(k=n) 
Opt_Port_VaR.kdensity(k=n) 
Opt_Port_TVaR.kdensity(k=n) 
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