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Περίληψη 
 

 

Στην συγκεκριµένη εργασία ανα̟τύσσουµε ένα θεωρητικό µοντέλο ̟ου 

̟ροσοµοιάζει την λειτουργία µιας εταιρείας ̟ου δραστηριο̟οιείται στον τοµέα 

της ηλεκτρικής ενέργειας και ̟ου ενσωµατώνει την αξία της ε̟ιχειρησιακής 

ευελιξίας στην συνολική αξία της ε̟ιχείρησης. Η αξία της ε̟ιχειρησιακής  

ευελιξίας  αντικατο̟τρίζεται µε την ενσωµάτωση στο µοντέλο, των Real Options 

̟ου έχει στην διάθεση της η εταιρεία. Προχωράµε στην τιµολόγηση των 

διάφορων Real Options καθώς και των currency options ̟ου χρησιµο̟οιούνται 

για την αντιστάθµιση του συναλλακτικού κινδύνου ̟ου ̟ροκύ̟τει α̟ό τις 

εξαγωγές τις ε̟ιχείρησης. Ε̟ίσης χρησιµο̟οιώντας ως αντικειµενική συνάρτηση 

στην διαδικασία αριστο̟οίησης το CVaR µέτρο του κινδύνου, στις α̟οδόσεις της 

εταιρείας, ̟αρατηρούµε ότι η ενσωµάτωση των options (Real και currency) 

µειώνουν το “downside risk” και εισάγουν ΄”positive skewness” σε σχέση µε την 

̟ερί̟τωση της µη ευελιξίας. Τέλος µε την βοήθεια της µεθόδου “Backtesting” 

συγκρίνουµε  την ̟ορεία των Γεωµετρικών α̟οδόσεων, των δυο ̟ερι̟τώσεων 

(ύ̟αρξη ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας ή µη)  µε το ̟έρασµα του χρόνου.   
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Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή 

 

1.1 Θέµα Εργασίας και Κίνητρο 

Η α̟οτίµηση της αξίας των εκάστοτε ε̟ενδύσεων α̟οτελεί τον ̟υρήνα των 

διαφόρων µηχανισµών ιεράρχησης  και αξιολόγησης ε̟ενδύσεων. Παρόλο ̟ου οι 

µηχανισµοί  αυτοί αξιολόγησης λαµβάνουν υ̟όψη ένα µεγάλο αριθµό 

σηµαντικών ̟αραγόντων, τον ̟ρωταρχικό ρόλο για την ̟ραγµατο̟οίηση ή όχι 

κάθε ε̟ένδυσης ̟αίζει η κερδοφορία των ε̟ενδύσεων. Ήδη α̟ό τις αρχές το 20ου 

αιώνα , ο Irving Fisher δηµοσίευσε την θεωρία του για το ε̟ιτόκιο και την αξία του 

χρήµατος ( Fisher, 1907 [1]) µε βασικό συµ̟έρασµα ότι µια χρηµατική µονάδα 

σήµερα αξίζει ̟ερισσότερο σήµερα α̟ό ότι η ίδια χρηµατική µονάδα  στο µέλλον. 

Η βασική αυτή ιδέα α̟ετέλεσε  την ραχοκοκαλιά  ̟άνω στην ο̟οία ανα̟τύχθηκε 

µια οµάδα µηχανισµών αξιολόγησης ε̟ενδύσεων γνωστή ως “Discounted Capital 

Flows” (D.C.F.) η ο̟οία α̟οτελεί ¨ένα α̟ό τα ̟ιο θεµελιώδη εργαλεία της 

χρηµατοοικονοµικής¨ (Thompson and Wong, 1991 [2]). 

Πράγµατι ήδη α̟ό το δεύτερο µισό του 20ου  αιώνα διαφάνηκε µια καθαρή τάση 

̟ρος τις ̟οσοτικές µεθόδους  κεφαλαιακής α̟οτίµησης ( Capital budgeting)  και 

ιδίως οι εξής µέθοδοι: i)  o κανόνας καθαρής ̟αρούσας αξίας (Κ.Π.Α.)  

                                       ii) ο Εσωτερικός κανόνας α̟όδοσης (Ε.Β.Α.) 

                                       iii) Payback period (P.B)  

Παρά την διαδεδοµένη χρήση της Κ.Π.Α. και γενικότερα όλων των D.C.F.  

µεθόδων στο τοµέα του Capital Budgeting, τα εργαλεία ανάλυσης των ε̟ενδύσεων 

χαρακτηρίζονται α̟ό µια σειρά α̟ό αδυναµίες ̟ου καθιστούν την ̟ετυχηµένη 

̟ρακτική εφαρµογή τους ̟εριορισµένη (̟.χ. δυσκολία ε̟ιλογής κατάλληλου 

̟ροεξοφλητικού ε̟ιτοκίου, συχνά αυθαίρετη υιοθέτηση σεναρίων για την 

µελλοντική εξέλιξη των στοχαστικών µεταβλητών) µε ̟ιο ουσιαστική όµως την 

αδυναµία να ̟ροχωρήσουν στην σωστή τιµολόγηση των ε̟ενδυτικών ευκαιριών 

υ̟ό την ̟αρουσία της ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας. 
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Για την αντιµετώ̟ιση των συγκεκριµένων ̟ροβληµάτων ανα̟τύχθηκε µε 

ολοένα και αυξανόµενους ρυθµούς η εφαρµογή της µεθόδου “Real Options” η 

ο̟οία και λειτουργεί συµ̟ληρωµατικά της Κ.Π.Α.. Τα Real Options λόγω της 

ασύµµετρης τους φύση λαµβάνουν υ̟όψη την αξία της ευελιξίας ̟ου έχει στην 

διάθεση της η ε̟ιχείρηση, στο ̟λαίσιο της εκάστοτε ε̟ενδυτικής ευκαιρίας, σε 

αντίθεση µε τις ̟ροαναφερθέντες µεθόδους ̟ροχωρώντας σε ορθότερη α̟οτίµηση 

της ε̟ένδυσης. Ε̟ίσης αξίζει να αναφερθεί ότι όσο µεγαλύτερη είναι η 

αβεβαιότητα σχετικά µε την ε̟ενδυτική ευκαιρία τόσο µεγαλύτερη είναι και η αξία 

των Real Options.  

Ειδικά για ε̟ιχειρήσεις οι ο̟οίες δραστηριο̟οιούνται σε ̟εριβάλλον ̟ου 

χαρακτηρίζεται α̟ό υψηλή αβεβαιότητα, η σωστή τιµολόγηση των ε̟ενδυτικών  

ευκαιριών η ο̟οία και οδηγεί και στην ακριβή αξία της ε̟ιχείρησης είναι 

α̟ολύτως α̟αραίτητη αλλά και α̟οτελεί µόνο την µία όψη του νοµίσµατος. Την 

άλλη όψη α̟οτελεί  η σωστή µέτρηση του κινδύνου ̟ου αναλαµβάνει η ε̟ιχείρηση 

µέσω της υλο̟οίησης των διαφόρων ε̟ενδύσεων και εν γένει µε την λειτουργία 

της. Στον σύγχρονο ε̟ιχειρηµατικό κόσµο ̟ου χαρακτηρίζεται α̟ό έντονο 

ανταγωνισµό, η α̟οτυχία της µέτρησης του βαθµού του κινδύνου στον ο̟οίο η 

εταιρεία είναι εκτεθειµένη µ̟ορεί να θέσει σε κίνδυνο όχι µόνο την κερδοφορία 

της αλλά ακόµα και την βιωσιµότητα της. 

Α̟ό τα ̟ροαναφερθέντα γίνεται αντιλη̟τό τόσο η σ̟ουδαιότητα  

χρησιµο̟οίησης του κατάλληλου µεγέθους µέτρησης του κινδύνου όσο και η  

εισαγωγή της αξία της ευελιξίας µε την χρήση των Real Options, ̟ου α̟οτελούν 

̟αραµέτρους οι ο̟οίες   µ̟ορούν να αλλάξουν ριζικά  τον τρό̟ο συµ̟εριφοράς 

µιας ε̟ιχείρηση  κα τις ο̟οίες θα εξετάσουµε στην συγκεκριµένη εργασία.   
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1.2 Θέµατα ̟ρος Έρευνα 

Τα θέµατα ̟ου ε̟αφίεται η συγκεκριµένη εργασία συνίστανται στην µελέτη 

των α̟οτελεσµάτων, στην λειτουργία και στην αξία µιας ε̟ιχείρησης  όταν η 

τελευταία λαµβάνει υ̟όψη την αξία της ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας ̟ου κατέχει 

καθώς και χρησιµο̟οιεί το κατάλληλο µέγεθος µέτρησης του κινδύνου. Στο 

θεωρητικό µοντέλο ̟ου θα ̟αρουσιάσουµε ̟αρακάτω η λειτουργίας της 

ε̟ιχείρησης θα µ̟ορούσε να ̟ροσοµοιάσει ένα ιδιότυ̟ο χαρτοφυλάκιο στο ο̟οίο 

ε̟ιθυµούµε την ανάληψη του ελάχιστου δυνατού κινδύνου για την ε̟ίτευξη µιας 

δεδοµένης α̟όδοσης. Στην συγκεκριµένη  ̟ερί̟τωση εξετάζουµε την χρησιµότητα 

ενός συγχρόνου και ιδιαίτερου µέτρο κινδύνου ̟ου δεν είναι άλλο α̟ό το 

“Conditional Value at Risk” (CVaR)  του ο̟οίου η δηµοτικότητα σε ολοένα και 

̟ερισσότερους τοµείς διαχείρισης του κινδύνου αυξάνεται ραγδαία. Η ε̟ιλογή του 

CVaR έναντι του ̟αραδοσιακής µεθόδου µέτρησης  του κινδύνου, της 

διακύµανσης, αλλά και άλλων σύγχρονων µεθόδων, ε̟αφίεται στην ικανότητα του 

να αντανακλά τις ε̟ιδράσεις των ακραίων ̟ερι̟τώσεων (τάση του τείνει να 

ενισχύεται µετά τα γεγονότα της 11ης Σε̟τεµβρίου 2001) αλλά και ̟αρά το γεγονός 

ότι ̟ρόκειται για ένα µη συµµετρικό µέγεθος ̟ου λαµβάνει υ̟όψη του το 

“downside risk”, ιδιότητα ̟ου ταιριάζει αρµονικά µε την χρησιµο̟οίηση των  

Real Options τα ο̟οία εισάγουν ακριβώς µια ασυµµετρία  στην αξία της 

ε̟ιχείρησης λόγω της ασύµµετρης φύσης τους. 

 

1.3 Μεθοδολογία 

Στην ̟αρούσα εργασία ανα̟τύσσεται ένα  θεωρητικό µοντέλο στοχαστικής 

αριστο̟οίησης του µεγέθους CVaR (εκφρασµένο σε όρους  α̟όδοσης ) στο τέλος 

του ε̟ενδυτικού ορίζοντα, κάτω α̟ό ένα ελάχιστο ε̟ί̟εδο αναµενόµενης 

α̟όδοσης, στα ̟λαίσια λειτουργίας µιας ε̟ιχείρησης ̟ου δραστηριο̟οιείται στον 

τοµέα ̟αραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας. Η α̟αραίτητη µετατρο̟ή του σε 

ντετερµινιστικό ̟ρόβληµα ̟ροκειµένου να είναι εφικτή η ε̟ίλυση του, 
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υλο̟οιείται µε την εφαρµογή σεναρίων για την µελλοντική εξέλιξη των 

στοχαστικών µεταβλητών( υ̟οθέτοντας ότι ακολουθούν Geometric Brownian 

Motion-G.B.M.) ̟ου ̟εριλαµβάνουν το κόστος των ̟ρώτων υλών, τις τιµές των 

̟ροϊόντων αλλά και την συναλλαγµατική ισοτιµία, αφού η ε̟ιχείρηση ̟ροβαίνει 

και σε εξαγωγές των ̟ροϊόντων της ,οι ο̟οίες και αντι̟ροσω̟εύουν τις διάφορες 

̟τυχές του κινδύνου ̟ου α̟ορρέει α̟ό την λειτουργία της ε̟ιχείρησης. Για την 

αντιστάθµιση του συναλλαγµατικού κινδύνου η ε̟ιχείρηση ̟ροχωρεί στην αγορά 

Currency options µη συµµετέχοντας όµως σε κερδοσκο̟ικά ̟αιχνίδια. Ε̟ίσης 

εισάγουµε µια σειρά α̟ό Real Options τα ο̟οία αντι̟ροσω̟εύουν την αξία της 

ευελιξίας στις ε̟ενδυτικές ε̟ιλογές ̟ου έχει στην διάθεση της η ε̟ιχείρηση και οι 

ο̟οίες συνεισφέρουν στην αύξησης της αξία της εταιρείας. 

Στο ̟λαίσιο της εµ̟ειρικής εφαρµογής ̟ροβαίνουµε τόσο σε στατικά όσο 

δυναµικά τεστ στην α̟όδοση της εταιρείας στις ̟ερι̟τώσεις ̟ου είτε αυτή 

χαρακτηρίζεται α̟ό ε̟ιχειρησιακή ευελιξία είτε όχι. Αξίζει να αναφερθεί ότι στα 

“dynamic test”, µέσω της µεθόδου  “Backtesting” (την ο̟οία και αναλύουµε 

εκτενέστερα σε ε̟όµενα κεφάλαια), µας ̟αρέχεται η δυνατότητα να 

̟αρατηρήσουµε την λειτουργία του µοντέλου µας µε την ̟άροδο του χρόνου, για 

συνα̟τές χρονικές ̟εριόδους, καθιστώντας σαφή τα ̟λεονεκτήµατα της 

ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας ̟ου µεταφράζονται σε υψηλότερες διαχρονικά  

γεωµετρικές α̟οδόσεις.   

 

1.4 Συνεισφορά στην Ε̟ιστηµονική Κοινότητα 

Η συνεισφορά της εργασία µας στην ε̟ιστηµονική κοινότητα συνοψίζεται 

στα εξής:  Πρώτον η ανά̟τυξη ενός στοχαστικού CVaR µοντέλου ̟ου στοχεύει 

στην  αριστο̟οίηση της λειτουργίας µιας εταιρείας καθορίζοντας  το άριστο 

µείγµα τελικών ̟ροϊόντων και ̟ρώτων υλών  έτσι ώστε να µειωθεί το “downside 

risk” της εταιρείας. Το θεωρητικό µοντέλο διαθέτει ε̟ίσης αρκετό βαθµό ευελιξίας 

έτσι ώστε να ε̟ιτρέ̟ει, εν µέσω διακριτών  σεναρίων,  την µοντελο̟οίηση του 
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συναλλαγµατικού κινδύνου ̟ου ̟ροκύ̟τει α̟ό την ̟ώληση ̟ροϊόντων στο 

εξωτερικό, αλλά ταυτόχρονα και την δυνατότητα να τον αντισταθµίσει  µε την 

αγορά της κατάλληλης ̟οσότητας Currency Options.   

∆εύτερον, ̟ροχωρούµε στον υ̟ολογισµό µιας σειράς α̟ό Real options ̟ου 

έχει στην διάθεση της η ε̟ιχείρηση, µέσω της εφαρµογής αναλυτικών τύ̟ων. Η 

τιµή των συγκεκριµένων options άρα και η αξία της ε̟ιχείρησης ̟ου έχει την 

διακριτική ευχέρεια να τα ασκήσει αυξάνεται όσο µεγαλύτερος είναι ο 

κίνδυνος/αβεβαιότητα ̟ου αντιµετω̟ίζει. Με την εισαγωγή των Real Options 

εισάγεται µια ασυµµετρία στις α̟οδώσεις της ε̟ιχείρησης αφού η ε̟ιχείρηση έχει 

την ευχέρεια να υλο̟οιήσει την ε̟ένδυση µόνο εάν οι συνθήκες είναι ευνοϊκές,  

̟ου καθιστά το CVaR ως το ̟λέον κατάλληλο µέγεθος µέτρησης κινδύνου για την 

εµ̟ειρική  εφαρµογή. 

 

1.5 ∆οµή Εργασίας  

Η εργασία ακολουθεί την ακόλουθη δοµή: Στο δεύτερο κεφάλαιο 

̟αρουσιάζεται η συναφής διεθνής βιβλιογραφία όσον αφορά τα options, Real 

options, το µέγεθος CVaR και την γενικότερη εφαρµογή τους στον τοµέα της 

ενέργειας. Στο τρίτο κεφάλαιο ̟αρουσιάζουµε το θεωρητικό µοντέλο, κάνοντας 

ειδική αναφορά στο µέγεθος CVaR  καθώς αναλύεται και η διαδικασία 

δηµιουργίας σεναρίων. Στο κεφάλαιο τέσσερα ̟αρουσιάζονται οι µέθοδοι 

α̟οτίµησης options ̟ου εφαρµόσθηκαν. Στο κεφάλαιο ̟έντε αναλύουµε τα 

α̟οτελέσµατα της εµ̟ειρικής εφαρµογής. Τέλος στο κεφάλαιο 6 ̟αρουσιάζονται 

τα βασικά α̟οτελέσµατα της εργασίας.      
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Κεφάλαιο 2: Παρουσίαση Αρθρογραφίας    

 

2.1 Χρηµατοοικονοµικά Option 

Παρόλο ̟ου τα Συµβόλαια ∆ικαιωµάτων Προαίρεσης  (Σ.∆.Π.- γνωστά ως 

option)  υφίστανται εδώ και αρκετό χρονικό διάστηµα οι χρηµατοοικονοµικοί 

αναλυτές δεν είχαν στην διάθεσή τους τα α̟αραίτητα εργαλεία αξιολόγησης των 

options µέχρις ωσότου την ̟ρωτο̟οριακή εργασία των Black και Scholes  (Black 

και Scholes, 1973 [3]), η ε̟ίλυση της ο̟οίας οδηγεί σε αναλυτικές λύσεις για 

Ευρω̟αϊκά call και put option. Το µοντέλο βασίζεται στην ιδέα ότι η α̟όδοση 

ενός call option σε µία µετοχή είναι ισοδύναµη µε ενός χαρτοφυλακίου 

(Synthetic option) ̟ου α̟οτελείται α̟ό µία ̟οσότητα χρήµατος ̟ου έχουµε 

δανειστεί και α̟ό την αγορά ορισµένης ̟οσότητας της υ̟οκείµενης µετοχής και 

ε̟οµένως κάτω α̟ό την υ̟όθεση του µη arbitrage, καταλήγουµε στους γνωστούς 

τύ̟ους τιµολόγησης Ευρω̟αϊκών call και put options. Η αναλυτική αυτή 

µέθοδος τιµολόγησης γενικεύτηκε α̟ό τον Merton (Merton, 1973 [4] ) 

α̟οδεικνύοντας ότι το µοντέλο Β-S µ̟ορεί να ε̟ιτευχθεί µε  λιγότερες υ̟οθέσεις 

και να εφαρµοστεί σε αυθαίρετα ̟αράγωγα σε µετοχές ̟εριλαµβάνοντας και 

ορισµένα call και put options Αµερικάνικου τύ̟ου. 

Το ̟ροαναφερθέν µοντέλο B-S χρησιµο̟οιεί ένα ̟λαίσιο συνεχούς χρόνου 

για την µεταβολή των υ̟οκείµενων τίτλων (̟ου ακολουθούν G.B.M.1). Στην 

συγκεκριµένη εργασία, το µοντέλο ̟ου θα ανα̟τυχθεί και ε̟οµένως η 

τιµολόγηση των ̟ραγµατικών και χρηµατοοικονοµικών Σ.∆.Π. ̟ου εµ̟εριέχει 

θα είναι διακριτού χρόνου. Στην ̟αγκόσµια βιβλιογραφία, µία α̟’ τις 

δηµοφιλέστερες ίσως µεθόδους α̟οτίµησης Σ.∆.Π. η “lattice approach” υ̟οθέτει 

διακριτού χρόνου στοχαστικές ανελίξεις  για τους υ̟οκείµενους τίτλους (Cox και 

Ross, 1976 [5]) και (Cox, Ross και Rubistein, 1979 [6] ). Η µέθοδος αυτή 

                                                   
1 Η Geometric Brownian motion (G.B.M.) στοχαστική διαδικασία θα αναλυθεί στα παρακάτω κεφάλαια 
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̟ροσεγγίζει την στοχαστική ανέλιξη του υ̟οκείµενου τίτλου άµεσα και 

ειδικότερα οι µεταβολές της τιµής της µετοχής ακολουθούν “multiplicative 

binomial process”. Για ευρω̟αϊκά Σ.∆.Π. τα α̟οτελέσµατα της α̟οτίµησης 

“binomial option” συγκλίνουν στα α̟οτελέσµατα ̟ου ̟ροκύ̟τουν α̟’ το 

µοντέλο B-S. ∆ηλαδή το B-S µοντέλο µ̟ορεί να θεωρηθεί ως  µια εκδοχή 

συνεχούς χρόνου του διωνυµικού (binomial) µοντέλου α̟οτίµησης. 

Στο άρθρο του Boyle (Boyle, 1988 [7] ) ̟αρουσιάζεται µία ε̟έκταση του 

µοντέλου των Cox, Ross και Rubistein (Cox, Ross και Rubistein, 1979) για την 

̟ερί̟τωση ό̟ου το option είναι ̟άνω σε 2 στοχαστικούς υ̟οκείµενους τίτλους µε 

τον ̟εριορισµό ότι έχουν “bivariate lognormal distribution”. 

Τα άρθρα των Brennon και Schwartz (Brennon και Schwartz 1977 [8]  και 

1978 [9]) α̟οτελούν τους κύριους εκφραστές µιας ε̟ίσης σηµαντικής µεθόδου 

α̟οτίµησης options της “finite-difference methods”. Η µέθοδος αυτή βασικά 

̟ροσοµοιάζει την “partial differential equation” µέσω της ̟εριγραφής της αξίας 

των options α̟ό µια οµάδα εξισώσεων διαφορών. Ουσιαστικά αντικαθιστά τις 

µερικές ̟αραγώγους µε τις κατάλληλες εξισώσεις ̟ρώτων διαφορών. 

Τέλος, η µέθοδος τιµολόγησης των currency option ̟ου εµ̟εριέχονται στο 

µοντέλο ̟ου θα ανα̟τυχθεί στα ε̟όµενα τµήµατα της ̟αρούσας εργασίας 

βασίζεται στο άρθρο των Garmon και Kohlhagen (Garmon και Kohlhagen 1983 

[10]). Το συγκεκριµένο άρθρο τρο̟ο̟οιώντας το µοντέλο των B-S ε̟ιτυγχάνει να 

̟αρουσιάσει αναλυτικές λύσεις τόσο για Ευρω̟αϊκού τύ̟ου call και put option 

όσο και για Αµερικάνικου, ̟ου βασίζονται στα υ̟ό υ̟όθεση σταθερά εγχώρια 

και ξένα ε̟ιτόκια.    

                    

2.2 Real Option 

Πριν α̟ό ̟ερί̟ου 3 δεκαετίες χρησιµο̟οιήθηκε για ̟ρώτη φορά στην 

διεθνή βιβλιογραφία ο όρος “Real Option” α̟ό τον Stewart Myers το 1977. Ο 

όρος αυτός αναφέρεται στην εφαρµογή της θεωρίας τιµολόγησης Συµβολαίων 
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δικαιωµάτων ̟ροαίρεσης (Σ.∆.Π.) για την εκτίµηση µη χρηµατοοικονοµικών ή 

̟ραγµατικών ε̟ενδύσεων ̟ου εµ̟εριέχουν την ̟ρόσθετη αξία ̟ου ̟ηγάζει α̟ό 

την εκµάθηση και την ευελιξία. Πιο συγκεκριµένα, στο άρθρο του ο Myers 

(Myers 1977 [11]) θεωρεί τις διακριτές ε̟ενδυτικές µελλοντικές ευκαιρίες ως ένα 

call option σε ένα “real asset” µε κόστος εξάσκησης το α̟αιτούµενο ε̟ενδυτικό 

κόστος. 

Παράλληλα στα άρθρα (Pindyck 1991 [12], Dixit και Pindyck 1994 [13]) 

θεωρείται ότι ό̟ως ο κάτοχος ενός call option διαθέτει το δικαίωµα αλλά όχι την 

υ̟οχρέωση, για ένα ̟ροκαθορισµένο χρονικό διάστηµα, να αγοράσει έναν 

συγκεκριµένο υ̟οκείµενο τίτλο (̟.χ. µετοχή) ̟ληρώνοντας µία συγκεκριµένη 

τιµή (tτιµή εξάσκησης) αντίστοιχα και µια ε̟ιχείρηση ̟ου έχει στην διακριτική 

της ευχέρεια µια µη αντιστρέψιµη ε̟ενδυτική ευκαιρία διαθέτει ε̟ίσης την 

δυνατότητα αλλά όχι την υ̟οχρέωση, καταβάλλοντας το ε̟ενδυτικό κόστος 

(τιµή εξάσκησης) είτε άµεσα είτε στο µέλλον να α̟οκτήσει την αξία µιας 

ε̟ενδυτικής ευκαιρίας (Πίνακας 1). 

Ό̟ως ακριβώς ένα financial option, η αξία του δικαιώµατος για ε̟ενδύσεις 

αυξάνεται µε την αύξηση της αβεβαιότητας (ε̟ειδή η µελλοντική αξία του 

̟εριουσιακού στοιχείου ̟ου α̟οκτιέται µε την καταβολή του ε̟ενδυτικού 

κόστους είναι αβέβαιη) και µάλιστα «όσο υψηλότερη η αβεβαιότητα στην 

υ̟όθεση της ε̟ένδυσης τόσο υψηλότερη και η αξία του “manaqerial flexibility” ή 

ισοδύναµα η αξία του Real option» (Dixit and Pindyck 1994, p.11).  

Η ευελιξία ̟ου ̟ροσφέρουν τα real option στους υ̟εύθυνους της εκάστοτε 

εταιρείας για την διαχείριση των ε̟ενδυτικών ευκαιριών να αναθεωρήσουν ή να 

̟ροσαρµόσουν τις µελλοντικές ενέργειές της, ανάλογα µε τις εκάστοτε 

µελλοντικές συνθήκες εισάγει µια ασυµµετρία ή κύρτωση στην κατανοµή 

̟ιθανότητα της Κ.Π.Α. η ο̟οία αυξάνει την ̟ραγµατική αξία της ε̟ενδυτικής 

ευκαιρίας βελτιώνοντας της τα “upside potentials” ενώ ταυτόχρονα 

̟εριορίζοντας και τα “downside loses”, σχετικά µε τις αρχικές ̟ροσδοκίες υ̟ό 



 13

καθεστώς στατικής διαχείρισης (Trigerogis 1997 [14] ). Ως α̟οτέλεσµα 

καταλήγουµε σε ένα ε̟ενδυτικό σχέδιο µε υψηλότερη αναµενόµενη αξία 

οδηγώντας ̟αράλληλα την κατανοµή ̟ιθανότητα της Κ.Π.Α. να είναι “skewed” 

̟ρος τα δεξιά (σχήµα 1). 

Η µέθοδος Real Option α̟ό µόνη της δεν χρησιµο̟οιείται για την 

α̟οτίµηση ε̟ενδύσεων ε̟ειδή η αξία του  option  είναι θετική ή µηδέν ενώ η 

αξία ε̟ένδυσης µ̟ορεί να είναι και αρνητική. Αντίθετα µ̟ορούµε να ̟ούµε ότι 

οι δύο µέθοδοι Real Option και Κ.Π.Α. λειτουργούν συµ̟ληρωµατικά µε την 

µέθοδο της Κ.Π.Α. να α̟οτελεί ουσιαστικά εισροή της ̟ρώτης.. Με αλλά λόγια η 

ασυµµετρία ̟ου ̟αρατηρείται όταν αναγνωρίζονται α̟ό τους αρµόδιους οι 

διαφορετικές ε̟ιλογές και δυνατότητες ̟ου ̟εριέχει η ε̟ενδυτική ευκαιρία 

 

                                                         Πίνακας   1  

 
Call option on a stock Real Option on Project  

Τρέχουσα τιµή µετοχής 

Ακαθάριστη Παρούσα Αξία του Σχεδίου: Η 
αναµενόµενη ̟αρούσα αξία των ταµειακών 
ροών   

Τιµή Εξάσκησης Μέρισµα  
Α̟αιτούµενες ∆α̟άνες για την υλο̟οίηση του 
Σχεδίου 

Περίοδος µέχρι την λήξη 

Μέγιστη ̟ερίοδος ̟ ου µ̟ορεί να 
καθυστερήσει η ε̟ενδυτική ευκαιρία χωρίς να 
χαθεί 

Χωρίς κίνδυνο 
̟ροεξοφλητικό ε̟ιτόκιο Χωρίς κίνδυνο ̟ροεξοφλητικό ε̟ιτόκιο 

Αβεβαιότητα της αξίας της 
µετοχής: Τυ̟ική α̟όκλιση της 
α̟όδοσης της µετοχής 

Αβεβαιότητα σχετικά µε την µελλοντική αξία 
των ταµειακών ροών του σχεδίου 

Μέρισµα µετοχής 

Χαµένες ταµειακές ροές λόγω ανταγωνιστών 
κατά την διάρκεια της ̟εριόδου ό̟ου το 
option δεν εκτελούνταν 
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οδηγεί στην ανάγκη για ένα “Expanded N. P.V.” κριτήριο (Trigerogis 1997 [14]) 

̟ου αντικατο̟τρίζει τα δύο µέρη της αξίας της ε̟ενδυτικής ευκαιρίας: 

α)  Την ̟αραδοσιακή Κ.Π.Α. των άµεσα µετρήσιµων αναµενόµενων 

ταµειακών ροών. 

β)  Το “option premium” ̟ου αντικατο̟τρίζει την αξία των ε̟ιχειρησιακών 

στρατηγικών options υ̟ό καθεστώς ̟αθητικής διαχείρισης και την 

αλληλε̟ίδραση του ανταγωνισµού και της συνεργίας και της αλληλεξάρτησης 

µεταξύ διαφορετικών ε̟ενδυτικών σχεδίων.  

∆ηλαδή Ε.Ν.P.V. = N.P.V. + Option Premium                                            

 

  Σχήµα 12 

           

 

Ε̟οµένως η αναγνώριση του «managerial flexibility» κατά την αξιολόγηση 

της ε̟ενδυτικής ευκαιρίας ενδέχεται να αυξήσει σηµαντικά την αξία µιας 

ε̟ένδυσης.  

Αµέσως ̟αρακάτω, ακολουθούν µια σειρά α̟ό άρθρα τα ο̟οία και 

̟ροχωρούν στην τιµολόγηση διαφόρων µορφών ευελιξίας εκ των ο̟οίων τα 

̟ερισσότερα έχουν ιδιαίτερη εφαρµογή στην ̟ερί̟τωση των Real Options. Πιο 

συγκεκριµένα: 

                                                   
2 Το σχήµα προέρχεται από το άρθρο του Jerry Flatto “Using real options in project evaluations” [15] 
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Στο άρθρο του Margrabe (Margrabe, 1978 [16]) ανα̟τύσσεται το ̟ρόβληµα 

τιµολόγησης ενός option ανταλλαγής ενός “risky asset” µε ένα άλλο µέσα σε µια 

δεδοµένη χρονική ̟ερίοδο. Η αξία του option µ̟ορεί να υ̟ολογιστεί µέσω της 

εφαρµογής αναλυτικών λύσεων για call και put option Ευρω̟αϊκού και 

Αµερικάνικου τύ̟ου (χωρίς όµως να λαµβάνει υ̟όψη ̟οσοτικούς ̟εριορισµούς, 

µερίσµατα και κόστη έναρξης). Ε̟ίσης αξίζει να σηµειωθεί ότι η εγκυρότητα των 

αναλυτικών λύσεων για Αµερικάνικου τύ̟ου option όταν αυτό ̟ρόκειται για 

call option βασίζεται στην ̟αρουσίαση της α̟όδειξης ότι η αξία των 

συγκεκριµένων option είναι µεγαλύτερη στο τέλος της διάρκειας ζωής τους 

(ο̟ότε και δεν συµφέρει να ασκηθούν ̟ριν τη λήξη τους). Ε̟ειδή όµως αυτά του 

είδους τα options µ̟ορούν να θεωρηθούν ταυτόχρονα και call αλλά και put 

καταλήγει έστω και έµµεσα σε µια αναλυτική λύση για put option Αµερικάνικου 

τύ̟ου. Παρόλο ̟ου η ανά̟τυξη του µοντέλου υλο̟οιήθηκε για την τιµολόγηση 

χρηµατικών οµολόγων το µοντέλο του Magrabe έχει θεωρητική κυρίως 

εφαρµογή στο ̟λαίσιο των Real Οptions ̟.χ. εκτιµώντας την αξία της ευκαιρίας 

να ανταλλάξει η εταιρία την ̟αραγωγή του ̟ροϊόντος µε ένα άλλο. 

Στο άρθρο του Stulz (Stulz, 1982 [17]) ̟αρέχονται αναλυτικές λύσεις για 

put και call option Ευρω̟αϊκού τύ̟ου για το µέγιστο ή για το ελάχιστο δύο 

“risky assets” µε µη στοχαστική τιµή εξάσκησης και χωρίς να ληφθούν υ̟όψη 

µερίσµατα και ̟εριορισµοί ̟οσότητας. Κάτω α̟ό τις εξής  υ̟οθέσεις: i)για 

̟λήρως ανταγωνιστικές αγορές, ii) ότι τα υ̟οκείµενα στοιχεία ακολουθούν 

G.B.M. και iii) ε̟ικρατεί σταθερό ̟ροεξοφλητικό ε̟ιτόκιο, ορίζονται αναλυτικές 

λύσεις για call option στο ελάχιστο δύο υ̟οκείµενων τίτλων. Ο συγκεκριµένος 

τύ̟ος χρησιµο̟οιείται για την τιµολόγηση option (είτε call είτε put) στο µέγιστο 

ή στο ελάχιστο 2 “risky asset”. Η τιµολόγηση ενός  call option στο ελάχιστο 2 

“risky asset” µε τιµή εξάσκησης µηδέν µ̟ορεί να ε̟ιτευχθεί µε την βοήθεια του 

τύ̟ου του Magrabe. Αν και ̟ρωταρχικός σκο̟ός του µοντέλου ήταν η εµ̟ειρική 

εφαρµογή σε χρηµατοοικονοµικά µεγέθη, οι ε̟ενδυτικές ευκαιρίες  ̟ου 
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αντικατο̟τρίζουν την ευχέρεια ̟ου διαθέτει η ε̟ιχείρηση να ε̟ιλέξει ανάµεσα 

σε αµοιβαία α̟οκλειώµενες χρηµατικές ροές ή ανάµεσα σε διαφορετικά 

̟ροϊόντα  µ̟ορούν να αξιολογηθούν χρησιµο̟οιώντας τις τεχνικές αυτές. 

Ο Johnson (Johnson, 1987 [18]), ανα̟τύσσει εξισώσεις για την τιµολόγηση 

των call options στο µέγιστο και στο ελάχιστο ̟ολλών risky asset ε̟εκτείνοντας 

το µοντέλο του Stulz. Αν ο αριθµός των υ̟οκειµένων τίτλων µειωθεί σε 2 τότε το 

µοντέλο του Johnson ̟αράγει ακριβώς τα ίδια α̟οτελέσµατα µε αυτό του Stulz. 

Προκειµένου να ε̟ιτευχθεί αναλυτική λύση στηρίζεται σε σηµαντικό βαθµό σε 

τεχνικές και µεθόδους ̟ου συναντιούνται στο Cox και Ross(Cox και Ross 1976) 

και στο Magrabe. Τόσο το µοντέλο του Stulz όσο και το µοντέλο του Johnson 

µ̟ορεί να χρησιµο̟οιηθεί µόνο για τον υ̟ολογισµό µιας ε̟ιλογής αφού 

̟ολλα̟λές αλλαγές (several switches) ̟.χ. στον τύ̟ο ̟ροϊόντος ̟ου ̟αράγει µια 

ε̟ιχείρηση µε αντίστοιχα κόστη µ̟ορεί να οδηγήσει σε “interdepedencies” 

µεταξύ της αξίας των options. 

Στο άρθρο του Geske (Geske, 1979 [19]) υ̟ολογίζεται ο τύ̟ος για την 

α̟οτίµηση ενός call option σε µια µετοχή η ο̟οία µ̟ορεί να θεωρηθεί ως ένα call 

option Ευρω̟αϊκού τύ̟ου στην αξία των ̟εριουσιακών στοιχείων της εταιρείας. 

Η α̟οτίµηση options ̟άνω σε options [Compound options] έχει ̟ιθανές 

εφαρµογές στην α̟οτίµηση ̟ραγµατικών ε̟ενδυτικών ευκαιριών ό̟ου οι 

αρχικές ε̟ενδύσεις είναι ̟ροα̟αιτούµενο για αυτές ̟ου θα ακολουθήσουν. 

Ουσιαστικά, στον τύ̟ο του Geske ο υ̟οκείµενος τίτλος είναι ένα call option στην 

αξία της ε̟ιχείρησης µε ηµεροµηνία λήξης Τ΄ και Τ είναι η διάρκεια λήξης του 

option ̟ου α̟οτιµά (σε αντίθεση µε την ̟ερί̟τωση του Stulz ό̟ου Τ΄ και Τ  

συµ̟ί̟τουν). Πρέ̟ει ε̟ίσης να ε̟ισηµανθεί το γεγονός ότι ο τύ̟ος των Black και 

Scholes µ̟ορεί να θεωρηθεί ως µια ειδική ̟ερί̟τωση του τύ̟ου του Geske 

θέτοντας τιµή εξάσκησης ίση µε µηδέν ή ηµεροµηνία λήξης ίση µε το ά̟ειρο. 

Στο άρθρο των Triantis και Hodder (Triantis και Hodder, 1990 [20]) 

εξετάζουν την α̟οτίµηση ενός σύνθετου option ̟ου µ̟ορεί να χρησιµο̟οιηθεί 
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στα ̟λαίσια της µεθόδου α̟οτίµησης Real option για την αξιολόγηση 

ε̟ενδύσεων σε ένα ευέλικτο ̟αραγωγικό σύστηµα το ο̟οίο ̟αρέχει τη 

δυνατότητα αλλαγής του µείγµατος των ̟αραγόµενων ̟ροϊόντων µε αβέβαια τα 

̟εριθώρια κέρδους, το κόστος «αλλαγής» µεταξύ των ̟αραγόµενων ̟ροϊόντων 

είναι µηδενικό και οι α̟οφάσεις σχετικά µε την ̟αραγωγή λαµβάνονται σε 

̟ροκαθορισµένα χρονικά σηµεία. Η καµ̟ύλη ζήτησης για τους υ̟οκείµενους 

τίτλους έχει αρνητική κλίση σε αντίθεση µε την συνηθισµένη υ̟όθεση για την 

τιµολόγηση options και ε̟ίσης το µοντέλο ε̟ιτρέ̟ει την ύ̟αρξη ̟εριορισµών 

στην ̟αραγόµενη ̟οσότητα. Τέλος, το άρθρο ̟αρουσιάζει αναλυτική λύση µόνο 

για την ̟ερί̟τωση ευελιξίας µεταξύ δύο ̟ροϊόντων. 

Στο άρθρο του Mc Donald και Siegel (Mc Donald και Siegel, 1986 [21]) 

αξιολογούν την αξία µιας ε̟ενδυτικής ευκαιρίας ̟ου ̟ροσφέρει την δυνατότητα 

της ̟ροσωρινής διακο̟ής της ̟αραγωγικής διαδικασίας ο̟οτεδή̟οτε η τιµή του 

̟ροϊόντος δεν ε̟αρκεί να καλύψει το µοναδικό µεταβλητό κόστος ̟αραγωγής. 

Για την α̟οτίµηση αυτού του option “to Shut down”, οι συγγραφείς ε̟εκτείνουν 

τον τύ̟ο του Magrabe µε την υιοθέτηση µερισµάτων για Ευρω̟αϊκού τύ̟ου 

options. Αντίστοιχα, το άρθρο του Carr (Carr, 1995 [22]) ασχολείται µε exchange 

option αµερικάνικου τύ̟ου µε µερίσµατα. 

 

2.3 Αγορά ενέργειας  

Οι Fleten et al (Fleten, 2005 [23]), στο άρθρο τους εστιάζουν στην ̟ερί̟τωση 

δύο διαφορετικών ειδών εργοστασίων ηλεκτρικής ενέργειας ̟ου χρησιµο̟οιούν 

ως ̟ρώτη ύλη το φυσικό αέριο: Το “Peak Load” εργοστάσιο στο ο̟οίο η 

̟αραγωγή µ̟ορεί να σταµατήσει όταν το “Spark Spread” (η διαφορά µεταξύ 

των τιµών της ηλεκτρικής ενέργειας και τιµής της εισροής) δεν υ̟ερβαίνει το 

κόστος εκ̟οµ̟ής ”emission cost” α̟οφεύγοντας α̟ώλειες, ενώ το “Base load” 

εργοστάσιο ̟αράγει ηλεκτρική ενέργεια ανεξάρτητα α̟ό την ̟ορεία ̟ου 

διαγράφει το “Spark Spread”. Για την µοντελο̟οίηση του “Spark Spread” 



 18

υιοθετείται ένα µοντέλο δύο ̟αραγόντων ̟ου ε̟ιτρέ̟ει “mean reversion” για 

βραχυχρόνιες διακυµάνσεις και αβεβαιότητα για την µακροχρόνια τιµή 

ισορρο̟ίας στην ο̟οία οι τιµές ε̟ιστρέφουν. Αφού υ̟ολογιστεί η αξία του κάθε 

εργοστασίου χωρίς να λαµβάνεται υ̟όψη ο̟οιαδή̟οτε µορφή ευελιξίας, σε 

δεύτερη φάση υ̟ολογίζεται η αξία των δικαιωµάτων αναβάθµισης α̟ό “base 

load” σε “peak load” καθώς και η αξία του δικαιώµατος κατασκευής “base load” 

εργοστασίου. Το άρθρο εστιάζει στην άριστη ε̟ιλογή στρατηγικής ̟αραγωγής 

καθορίζοντας το όριο (threshold value) για αναβάθµιση και µοντελο̟οιώντας 

τον άριστο τύ̟ο εργοστασίου ως συνάρτηση του spark spread. Ε̟ίσης 

υ̟ολογίζεται το όριο για το ε̟ενδυτικό κόστος κάτω α̟’ το ο̟οίο είναι άριστο 

να ̟ροχωρήσει στην υλο̟οίηση της ε̟ενδυτικής ευκαιρίας. Με την χρήση 

αριθµητικού ̟αραδείγµατος οι συγγραφείς δείχνουν ότι µια αύξηση στην 

διακύµανση του spark spread έχει αµφίβολη ε̟ίδραση στις ε̟ενδυτικές 

α̟οφάσεις αφού αυξάνει την αξία του “peak load” εργοστασίου, αλλά 

ταυτόχρονα η αύξηση της αβεβαιότητας ευνοεί την καθυστέρηση των 

ε̟ενδύσεων. 

Οι Kumbaroglou G et al (Kumbaroglou G et al ,2006 [24]), ̟αρουσιάζουν 

̟ως οι καµ̟ύλες εκµάθησης της τεχνολογίας ανανεώσιµων ̟ηγών ενέργειας 

µ̟ορούν να ενσωµατωθούν σε ένα µοντέλο δυναµικού ̟ρογραµµατισµού µέσα 

σε ένα ευρύτερο ̟λαίσιο ̟ολιτικής σχεδιασµού. Αξιολογώντας τις εναλλακτικές 

ε̟ενδυτικές δυνατότητες µε ένα ε̟αναλαµβανόµενο (recursive) τρό̟ο για κάθε 

χρονική ̟ερίοδο υ̟ολογίζει την αξία του δικαιώµατος καθυστέρησης µιας µη 

αναστρέψιµης ε̟ένδυσης στην εξά̟λωση των µη ανανεώσιµων ̟ηγών ενέργειας. 

Χρησιµο̟οιώντας δεδοµένα α̟ό την Τουρκική Βιοµηχανία ηλεκτρισµού, το 

τελικό συµ̟έρασµα συνίσταται στο ότι η κυβερνητική ̟ολιτική υιοθέτησης των 

R.E.T. (Renewable energy technology) έχει ιδιαίτερη σηµασία, αφού η εξά̟λωση 

της τεχνολογίας ανανεώσιµης ενέργειας µ̟ορεί να ξε̟εράσει τον στόχο ̟ου έχει 

τεθεί, λόγω µιας αυξανόµενης ε̟ίδρασης εκµάθησης µέσω της ο̟οίας το κόστος 
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εφαρµογής των R.E.T.  κατεβαίνει σε ε̟ί̟εδο ικανό να ανταγωνιστεί µε µη 

ανανεώσιµες µορφές ενέργειας. 

Η Kulatilaka (Kulatilaka, 1993 [25]), ̟αρουσιάζει ένα γενικό µοντέλο 

ευελιξίας το ο̟οίο και υ̟ολογίζει µε την χρήση του δυναµικού 

̟ρογραµµατισµού α̟οφεύγοντας τις αναλυτικές λύσεις. Το µοντέλο εφαρµόζεται 

στην ̟ερί̟τωση ενός “steam boiler” το ο̟οίο µ̟ορεί να χρησιµο̟οιήσει ως 

̟ρώτη ύλη είτε ̟ετρέλαιο είτε φυσικό αέριο. Όταν η αξία της ευέλικτης 

τεχνολογίας υ̟ολογιστεί, συγκρίνεται µε την Κ.Π.Α. της τεχνολογίας χωρίς την 

ευελιξία (το µέγιστο των δύο ̟ερι̟τώσεων) καταλήγοντας στο συµ̟έρασµα ότι η 

αξία της ευελιξίας υ̟ερβαίνει το αυξηµένο ε̟ενδυτικό κόστος ενός καυστήρα µε 

δυνατότητα αλλαγής της ̟ρώτης ύλης και ε̟οµένως είναι οικονοµικά 

συµφέρουσα η ε̟ένδυση σε ευέλικτη οικονοµία. 

Ο Takizawa (Takizawa ,2003 [26]), µελετάει την ε̟ίδραση της 

α̟ελευθέρωσης των τιµών της ηλεκτρικής ενέργειας της Ια̟ωνίας στις α̟οφάσεις 

για ε̟ένδυση σε ̟υρηνικά εργοστάσια, η αξιολόγηση των ο̟οίων γίνεται µέσω 

Real options, συνυ̟ολογίζοντας την αξία του δικαιώµατος για ε̟ένδυση. Οι 

συνθήκες στην α̟ελευθερωµένη αγορά ̟εριγράφονται α̟’ το µοντέλο του 

Cortazar για το µεταβλητό κόστος ενώ για την ρυθµιζόµενη αγορά το αντίστοιχο 

µοντέλο ακολουθεί µια α̟λή στοχαστική διαδικασία. Χρησιµο̟οιώντας ως βάση 

σύγκρισης την µέθοδο της Κ.Π.Α. και στις δύο αγορές, διαφαίνεται ότι η Κ.Π.Α. 

σε αντίθεση µε την µέθοδο α̟οτίµησης Real options, αδυνατεί να 

αντικατο̟τρίσει την τάση για ̟ερισσότερες ε̟ενδύσεις για κατασκευή 

εργοστασίων ̟υρηνικής ενέργειας σε µια ρυθµιζόµενη αγορά. 

Οι Abadie & Chamono (Abadie & Chamono, 2005 [27]), ασχολήθηκαν µε 

την εφαρµογή της µεθοδολογίας των real options στην αξιολόγηση ε̟ενδυτικών 

α̟οφάσεων. Στην αρχή αξιολογούν την ε̟ένδυση σε ένα N.G.C.C.3 εργοστάσιο 

                                                   
3 Natural Gas Combined Cycle 
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το ο̟οίο διακρίνεται α̟ό την έλλειψη ευελιξίας, υ̟ολογίζοντας ταυτόχρονα το 

δικαίωµα του defer (δικαιώµατος να εγκαταλειφθεί το ε̟ενδυτικό εγχείρηµα). 

Αντίστοιχα υ̟ολογίζεται και η αξία του I.G.C.C.4 εργοστασίου 

συνυ̟ολογίζοντας την αξία του “input flexibility” ̟ου αυτό ̟αρέχει καθώς και 

την αξία του δικαιώµατος να καθυστερεί µία ε̟ένδυση αυτού του είδους. Ε̟ίσης 

εκτιµάται και η αξία του δικαιώµατος να ε̟ενδύσει σε µια α̟ό τις δύο 

εναλλακτικές τεχνολογίες. Τέλος, για τις ̟οσοτικές εφαρµογές χρησιµο̟οιήθηκε 

“binomial lattice” µέθοδο έως και δύο διαστάσεων, µε χρονικό ορίζοντα 25 έτη 

και οι τιµές των καυσίµων ακολουθούσαν “mean reverting” στοχαστικές 

διαδικασίες. 

Οι ίδιοι συγγραφείς στο άρθρο (Abadie και Chamomo, 2006 [28] ) εκτιµούν την 

αξία ενός N.G.C.C. εργοστασίου µε διάρκεια ζωής 25 χρόνια και την αξία µιας 

βοηθητικής εγκατάστασης (L.N.G.5). Ταυτόχρονα ̟ροχωρούν και στον 

υ̟ολογισµό της αξίας µιας σειράς α̟ό Real options στα ̟ροαναφερθέντα 

στοιχεία του ενεργητικού ό̟ως το δικαίωµα δι̟λασιασµού του µεγέθους του 

N.G.C.C. εργοστασίου, το δικαίωµα ε̟ένδυσης όταν το αρχικό ε̟ενδυτικό 

κόστος είναι στοχαστικό, το δικαίωµα ε̟ένδυσης όταν η διάρκεια ζωής του 

ε̟ενδυτικού σχεδίου είναι στοχαστική και τέλος το δικαίωµα ε̟ένδυσης όταν το 

κόστος εκ̟οµ̟ής αερίων είναι στοχαστικό. Τέλος ̟ηγές αβεβαιότητας 

θεωρούνται τιµές του φυσικού αερίου και της ηλεκτρικής ενέργειας ̟ου 

ακολουθούν mean reverting στοχαστικές διαδικασίες. 

O Kzuerland (Kzuerland, 2007 [29]), αξιολογεί µε την βοήθεια των Real 

options ε̟ενδυτικές ευκαιρίες στον τοµέα ̟αραγωγής υδροηλεκτρικής ενέργειας. 

Στηριζόµενος στο µοντέλο του Dixit and Pindyck (1994) θεωρεί κάθε µη 

αντιστρέψιµη ε̟ενδυτική ευκαιρία ως ένα δικαίωµα ̟ροαίρεσης (option) και η 

υλο̟οίηση τέτοιου είδους ε̟ένδυσης σηµατοδοτεί ένα κόστος ευκαιρίας το ο̟οίο 
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̟ρέ̟ει να συµ̟εριλαµβάνεται στο ε̟ενδυτικό κόστος. Λόγω του γεγονότος ότι η 

ηλεκτρική ενέργεια δεν µ̟ορεί να α̟οταµιευθεί και ̟ροκειµένου να µην 

καταρρεύσει η αρχή του “non-arbitrage”, για την αξιολόγηση του δικαιώµατος 

ε̟ένδυσης χρησιµο̟οιούνται οι τιµές των µελλοντικών συµβολαίων ενέργειας η 

εξέλιξη των ο̟οίων ακολουθεί G.B.M. 

Οι Laurikka & Koljohen (Laurikka & Koljohen, 2006 [30]), µελετούν την 

ε̟ίδραση της “Emission allowance Trading scheme” της Ε.Ε. στις ε̟ενδυτικές 

α̟οφάσεις στον τοµέα ενέργειας της Φιλανδίας. Προχωράει σε εµ̟ειρική 

εφαρµογή του µοντέλου Real options ̟ου ̟αρουσιάζει, εκτιµώντας την αξία µιας 

ε̟ένδυσης σε εργοστάσιο ̟αραγωγής ενέργειας λαµβάνοντας υ̟όψη την αξία 

του δικαιώµατος καθυστέρησης και του δικαιώµατος να µεταβάλλει το µέγεθος 

της ̟αραγωγής. Γίνεται ε̟ίσης η υ̟όθεση ότι η τιµή της άδειας εκ̟οµ̟ών CO2 

και η τιµή της ηλεκτρικής ενέργειας είναι στοχαστικές. Η εµ̟ειρική εφαρµογή 

δείχνει ότι η αβεβαιότητα γύρω α̟’ την τιµή άδειας εκ̟οµ̟ών CO2 ε̟ηρεάζει 

σηµαντικά την α̟όφαση για ε̟ένδυση σε τύ̟ους εργοστασίων ̟ου εκ̟έµ̟ουν 

CO2.  

Οι Deng et al. (Deng et al, 2001 [31]), ανα̟τύσσει ένα µοντέλο για την 

τιµολόγηση ̟αραγώγων στον ηλεκτρισµό λαµβάνοντας υ̟όψη τα 

χαρακτηριστικά του. Πιο συγκεκριµένα αφού η ηλεκτρική ενέργεια δεν 

α̟οθηκεύεται, ̟ροκειµένου να µην καταρρεύσει η αρχή του “non-arbitrage”, η 

αξία του ̟αραγώγου ̟ροσοµοιώνεται µε το αντίστοιχο χαρτοφυλάκιο α̟ό 

µελλοντικά συµβόλαια. Παρουσιάζονται αναλυτικές λύσεις για το spark spread 

options καθώς και για το “locational spread” τόσο για την ̟ερί̟τωση ̟ου οι 

τιµές των µελλοντικών συµβολαίων ακολουθούν G.B.M όσο και για την 

̟ερί̟τωση ̟ου ακολουθούν “mean reversion”. Τέλος, χρησιµο̟οιώντας  τα 

R.O.(Real Οption), υ̟ολογίζει την αξία στοιχείων του ενεργητικού µε 

µεγαλύτερη ακρίβεια ως ̟ρος τις τιµές της αγοράς σε σχέση µε τις ̟αραδοσιακές 

µεθόδους D.C.F. 
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Ο Yang (Yang et al. ,2007 [32]), χρησιµο̟οιεί την µέθοδο α̟οτίµησης Real 

options µέσω του ̟λαισίου του δυναµικού ̟ρογραµµατισµού για να 

̟οσοτικο̟οίησει το κόστος της αβεβαιότητας της κρατικής ̟εριβαντολλογικής 

̟ολιτικής, ̟ου µοντελο̟οιείται µέσω στοχαστικής τιµής του CO2, στον τοµέα της 

ενέργειας. Πιο συγκεκριµένα το ̟λαίσιο των Real options αναγνωρίζει την 

ευελιξία των εταιρειών σχετικά µε τον χρόνο υλο̟οίησης των ε̟ενδυτικών 

ευκαιριών και καθορίζει έναν «άριστο κανόνα ε̟ένδυσης» για τρεις 

διαφορετικές τεχνολογίες ̟αραγωγής. 

Ο Venetsanos (Venetsanos, 2002 [33]), ανα̟τύσσει ένα µοντέλο α̟οτίµησης 

εγκαταστάσεων αιολικής ενέργειας µε την χρήση Real options. Σε αντίθεση µε 

τον κανόνα της Κ.Π.Α., ̟ροχωρεί στην α̟οτίµηση της αξίας ενός εργοστασίου 

̟αραγωγής αιολικής ενέργειας στην Ελλάδα λαµβάνοντας υ̟όψη την ευελιξία 

̟ου ̟αρέχει η ε̟ενδυτική ευκαιρία (option to defer) ̟ροχωρώντας µε αυτό τον 

τρό̟ο στον σωστό υ̟ολογισµό της αξίας της ε̟ένδυσης. 

Οι Tseng and Barz (Tseng and Barz 2002 [34]), εισάγουν µια ̟ροσέγγιση 

R.O. για την βραχυχρόνια α̟οτίµηση εργοστασίου ̟αραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας µε ̟εριορισµούς στην λειτουργία (unit commitment). Για την ε̟ίτευξη 

λύσης χρησιµο̟οιείται backward moving dynamic programming µε forward 

moving Monte-Carlo simulation.Α̟οφάσεις για την λειτουργία µιας γεννήτριας 

υ̟όκεινται σε τεχνολογικούς ̟εριορισµούς ό̟ως ο ελάχιστος και ο µέγιστος 

χρόνος λειτουργίας και ̟αύσης του εργοστασίου. Τόσο η αγορά ηλεκτρικής 

ενέργειας όσο και καυσίµου λειτουργούν σε ωριαία βάση και οι τιµές 

ακολουθούν Ito process. Η εµ̟ειρική εφαρµογή δείχνει ότι η µη αναγνώριση των 

τεχνικών ̟εριορισµών δύναται να οδηγήσει σε υ̟ερεκτίµηση της αξίας 

ε̟ένδυσης. 
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2.4 Lit.  CVaR Xαρτοφυλάκιο και Real options    

Η εφαρµογή της µεθόδου CVaR για την µεγιστο̟οίηση της α̟όδοσης ή 

ισοδύναµη της ελαχιστο̟οίησης του κινδύνου, ενός χαρτοφυλακίου ̟ου 

α̟οτελείται ή συµ̟εριλαµβάνει Real options δεν είναι ακόµη ε̟αρκώς 

διαδεδοµένη στην ̟αγκόσµια βιβλιογραφία. Εξαίρεση α̟οτελούν τα άρθρα ̟ου 

̟αρουσιάζονται ̟αρακάτω τα ο̟οία και αφορούν την δηµιουργία άριστου 

χαρτοφυλακίου (̟ου συµ̟εριλαµβάνει Real options) στον τοµέα της Ενέργειας. 

Ο Fortin (Fortin et al, 2007 [35]), χρησιµο̟οιώντας ως µέθοδο α̟οτίµησης 

ε̟ενδύσεων τα Real options, υ̟ολογίζει την άριστη χρονική στιγµή ε̟ένδυσης σε 

µία τεχνολογία µείωσης των ρυ̟ών του διοξειδίου του άνθρακα (CO2) τόσο για 

την ̟ερί̟τωση εργοστασίου ̟αραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας ̟ου χρησιµο̟οιεί 

ως ̟ρώτη ύλη τον άνθρακα όσο και για την ̟ερί̟τωση ̟ου χρησιµο̟οιεί την 

βιοµάζα. Ε̟ίσης υ̟ολογίζεται και η άριστη στιγµή κατασκευής εργοστασίου 

̟αραγωγής αιολικής ενέργειας το ο̟οίο δεν ̟αράγει ρύ̟ους CO2. Κάτω α̟ό 

τρία διαφορετικά σενάρια τιµών (̟ροστίµων) των εκ̟οµ̟ών CO2, υ̟ολογίζεται 

η άριστη ε̟ενδυτική ̟ολιτική για καθένα α̟ό τα 3 ̟εριουσιακά στοιχεία και 

µέσω αυτής, οι κατανοµές των α̟οδόσεών τους οι ο̟οίες χρησιµο̟οιούνται ως 

εισροή για την αριστο̟οίηση του χαρτοφυλακίου έχοντας ως µέθοδο µέτρησης 

του κινδύνου το CVaR. Ο χρονικός ορίζοντας είναι µακροχρόνιος (50 χρόνια) 

και ως ̟ηγές αβεβαιότητας λαµβάνονται οι τιµές ηλεκτρικής ενέργειας και οι 

τιµές του CO2. 

Στα άρθρα των Unger & Luthi (Unger & Luthi, 2002 [36]) και Doege 

(Doege et al, 2006 [37]) µε το δεύτερο άρθρο να α̟οτελεί ε̟έκταση του µοντέλου 

̟ου ̟αρουσιάζεται στο ̟ρώτο, ̟αρατηρείται η µεγιστο̟οίηση των 

αναµενόµενων κερδών ενός «power» χαρτοφυλακίου µε δεδοµένο ένα ε̟ί̟εδο 

κινδύνου µετρήσιµο α̟ό την µέθοδο CVaR. Ένα τυ̟ικό “power” χαρτοφυλάκιο 

δεν α̟οτελείται µόνο α̟ό χρηµατοοικονοµικά ̟εριουσιακά στοιχεία ό̟ως 

µελλοντικά Συµβόλαια και Σ.∆.Π. στην αγορά ηλεκτρικής ενέργειας αλλά και 
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α̟ό έναν αριθµό ̟αραγωγικών στοιχείων του ενεργητικού. Τα ̟αραγωγικά 

αυτά στοιχεία στην ̟ερί̟τωση των Luthi και Unger ̟εριλαµβάνουν έναν αριθµό 

“hydro-storage” εργοστασίων ̟ου ̟αρέχουν ευελιξία στο ύψος της ̟αραγωγής, 

ενώ στο άρθρο του Doege τα ̟αραγωγικά στοιχεία ̟εριλαµβάνουν ένα “hydro-

storage” εργοστάσιο και ένα ̟υρηνικό εργοστάσιο το ο̟οίο και χαρακτηρίζεται 

α̟ό µη-ευελιξία για ύψος της ̟αραγωγής. Ο χρονικός ορίζοντας είναι σχετικά 

βραχύς και στις δύο ̟ερι̟τώσεις (1 χρόνος και 2 εβδοµάδες αντίστοιχα) και ως 

̟ηγές αβεβαιότητας άρα και κινδύνου χαρακτηρίζονται η τιµή της ηλεκτρικής 

ενέργειας, η ζήτηση για ηλεκτρισµό και η εισροή νερού. 
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Κεφάλαιο 3:  Θεωρητικό Μοντέλο 

 

3.1 Περιγραφή Μοντέλου 

Το µοντέλο µας, ̟εριγράφει µια ε̟ιχείρηση η ο̟οία δραστηριο̟οιείται σε 

ένα ̟εριβάλλον ό̟ου ε̟ικρατεί υ̟ερβάλλουσα ζήτηση  για τα ̟ροϊόντα της, µε 

α̟οτέλεσµα η τελευταία να ̟αράγει την µέγιστη συνολικά ̟αραγοµένη 

̟οσότητα Q ̟ου η υ̟άρχουσα τεχνολογία της ε̟ιτρέ̟ει. Η ε̟ιχείρηση διαθέτει 

την δυνατότητα να ̟αράγει 2 διαφορετικά ̟ροϊόντα (µε τιµή P1 και P3 

αντίστοιχα) εκ των ο̟οίων το ένα το διαθέτει και στο εξωτερικό( ̟ου όµως για 

λόγους ̟αρουσίασης θα αναφέρεται ως αγαθό 2), σε διαφορετική όµως τιµή P2 

(εκφρασµένη σε ξένες νοµισµατικές µονάδες) αναλαµβάνοντας έτσι και τον 

αντίστοιχο συναλλαγµατικό κίνδυνο. Ε̟ίσης έχει την ικανότητα για την 

̟αραγωγή της συνολικής ̟οσότητας των 2 διαφορετικών ̟ροϊόντων ̟ου 

διαθέτει στην εγχώρια και ξένη αγορά, να χρησιµο̟οιεί  3 διαφορετικές 

εναλλακτικές ̟ρώτες ύλες (Α,Β και Γ) συνολικής ̟οσότητας L. 

Η ̟αρατηρούµενη αβεβαιότητα στην αγορά ̟ροϊόντος και στην αγορά των 

̟ρώτων υλών µοντελο̟οιείται µε την χρήση στοχαστικών ανελίξεων (G.B.M.)  

για την εξέλιξη των τιµών των ̟ρώτων υλών και των ̟ροϊόντων, µε εξαίρεση το 

̟ροϊόν  ̟ου διανέµεται α̟οκλειστικά στην εγχώρια αγορά (και συµβολίζεται µε 

τον αριθµό 3) του ο̟οίου την τιµή 3P   την θεωρούµε σταθερή ό̟ως ε̟ίσης και της 

τιµή της ̟ρώτης ύλης Γ )( ΓS . 

Οι τυχαίες µεταβλητές του υ̟οδείγµατος ( τιµές ̟ροϊόντων, ̟ρώτων υλών 

και συναλλαγµατική ισοτιµία) χαρακτηρίζονται α̟ό αβεβαιότητα ως ̟ρος το 

εύρος  των ̟ιθανών µεταβολών τους κατά την διάρκεια του ε̟ενδυτικού 

ορίζοντα (α̟ό t=o έως  t=T). Βασική υ̟όθεση του υ̟οδείγµατος α̟οτελεί το 

γεγονός ότι κάθε στοχαστική µεταβλητή ακολουθεί συνεχή λογαριθµική 

κατανοµή, η ο̟οία και ̟ροσεγγίζεται µε την χρήση µιας ̟εριορισµένης οµάδας  
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διακριτών σεναρίων  { }Nnn ...,2,1: ==Ω  ό̟ου κάτω α̟ό κάθε σενάριο  n Є Ω οι 

τυχαίες µεταβλητές λαµβάνουν και µια διακριτή τιµή, µε ίση ̟ιθανότητα 

υλο̟οίησης του κάθε σεναρίου. 

Το µοντέλο µας θα διακρίνει µεταξύ 2 ̟ερι̟τώσεων.  Πρώτα την ̟ερί̟τωση 

ό̟ου η λειτουργία της εταιρείας δεν χαρακτηρίζεται α̟ό ο̟οιαδή̟οτε µορφής 

ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας. Βασική υ̟όθεση είναι ότι η ε̟ιχείρηση ̟αράγει ίδια 

και αµετάβλητη µε το ̟έρασµα του χρόνου ̟οσότητα ̟ροϊόντος  και στις τρεις 

αγορές  στις ο̟οίες δραστηριο̟οιείται καθώς και χρησιµο̟οιεί  ίδια και 

αµετάβλητη ̟οσότητα α̟ό τις τρεις ̟ρώτες ύλες της. Καθορίζοντας την 

συνάρτηση κερδών στην αρχή και στο τέλος του χρονικού ορίζοντα Τ (̟ου στο 

µοντέλο µας είναι ένας χρόνος) υ̟ολογίζουµε την α̟όδοση της εταιρείας για 

κάθε σενάριο n, µε n Є Ω. 

Αντίθετα για την ̟ερί̟τωση ̟ου η εταιρεία διακρίνεται α̟ό ε̟ιχειρησιακή 

ευελιξία η λειτουργία της ε̟ιχείρησης και η α̟όδοση της µ̟ορεί να θεωρηθεί 

̟αρόµοια µε ένα ιδιότυ̟ο χαρτοφυλάκιο  σταθµίζοντας ανάλογα τόσο την 

̟αραγόµενη ̟οσότητα των ̟ροϊόντων της ε̟ιχείρησης όσο και την α̟αιτούµενη 

̟οσότητα των εισροών της. Ε̟ίσης στο τέλος του χρονικού ορίζοντα Τ, η 

συνάρτηση των κερδών θα συµ̟εριλαµβάνει εκτός α̟ό τα έσοδα των ̟ωλήσεων 

των ̟ροϊόντων και το κόστος αγοράς ̟ρώτων υλών, ακριβώς ό̟ως και στην 

̟ροηγούµενη ̟ερί̟τωση, µια σειρά α̟ό Real options  τα ο̟οία και 

αντι̟ροσω̟εύουν την αξία της ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας (operational flexibility) 

̟ου έχει στην διάθεση της η συγκεκριµένη εταιρεία, καθώς και έναν ορισµένο 

αριθµό put currency options  ̟ροκειµένου να αντισταθµίσει τον 

συναλλαγµατικό κίνδυνο.  

Υ̟ολογίζουµε  ̟άλι για κάθε σενάριο n Є Ω τις α̟οδόσεις τις ε̟ιχείρησης 

και συγκρίνουµε και σχολιάζουµε τις διαφορές µεταξύ των κατανοµών των 

α̟οδόσεων µεταξύ των 2 ̟ερι̟τώσεων. Οι α̟οδόσεις αυτές, στην δεύτερη 

̟ερί̟τωση λειτουργούν ως εισροή στο στοχαστικό µοντέλο αριστο̟οίησης ̟ου 
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α̟οβλέ̟ει στο να ελαχιστο̟οιήσει το “downside risk” της εταιρείας. Το µοντέλο 

αυτό διακριτού χρόνου, ̟ου χρησιµο̟οιεί το CVaR  µέτρο κινδύνου, α̟οβλέ̟ει 

στην βελτιστο̟οίηση του µεγέθους CVaR της α̟όδοσης της ε̟ιχείρησης θέτοντας 

ταυτόχρονα και ένα ελάχιστο όριο στην αναµενοµένη α̟όδοση της εταιρείας.  

Οι ντετερµινιστικές εισροές του µοντέλου είναι : οι αρχικές τρέχουσες τιµές 

των ̟ροϊόντων, των εισροών η τρέχουσα συνολική ισοτιµία, η συνολική 

̟αραγοµένη ̟οσότητα και η α̟αιτούµενη για αυτή συνολική ̟οσότητα εισροών 

καθώς και οι τιµές των Real options και των Currency options. Όλα τα options 

(Real και χρηµατοοικονοµικά) είναι ευρω̟αϊκού τύ̟ου και η  ηµεροµηνία  λήξης 

ταιριάζει µε το τέλος του χρονικού ορίζοντα Τ. Οι εξαρτώµενες α̟ό το σενάριο 

µεταβλητές είναι οι τελικές τιµές των ̟ροϊόντων (εκτός της τιµής του ̟ροϊόντος 3 

̟ου  η ε̟ιχείρηση διαθέτει α̟οκλειστικά στην εγχώρια αγορά, ̟ου λόγω 

υ̟όθεσης  έχει σταθερή τιµή) , των ̟ρώτων υλών (εξαιρώντας το ̟ροϊόν (Γ) του 

ο̟οίου το κόστος α̟όκτησης το έχουµε υ̟οθέσει σταθερό) και της 

συναλλαγµατικής ισοτιµίας στο χρονικό ορίζοντα Τ. Αυτές οι µεταβλητές 

καθορίζουν το “payoff” των options στο τέλος του χρονικού ορίζοντα για κάθε 

σενάριο . 

Οι  “ανεξάρτητες µεταβλητές” του µοντέλου καθορίζουν ̟οιο ̟οσοστό της 

συνολικής ̟αραγωγής καταλαµβάνει το κάθε ̟ροϊόν καθώς και το αντίστοιχο 

̟οσοστό για τις ̟ρώτες ύλες. Τέλος στην ίδια κατηγορία ανήκει και ο αριθµός 

των currency options στον ο̟οίο ε̟ιλέγει να ε̟ενδύσει η ε̟ιχείρηση.  

Ουσιαστικά το συγκεκριµένο µοντέλο µε την εύρεση των άριστων σταθµιστών 

̟αραγόντων στο µερίδιο συµµετοχής του κάθε ̟ροϊόντος στην συνολική 

̟αραγοµένη ̟οσότητα και των αντίστοιχων εισροών αντισταθµίζει τον κίνδυνο 

της αγοράς αυξάνοντας µε αυτό τον τρό̟ο τα κέρδη  και τη αξία της εταιρείας 

ενώ η αγορά των currency options αντισταθµίζει τον συναλλαγµατικό κίνδυνο. 
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α.  Μεταβλητές 

Input parameters: 

      (1)Ντετερµινιστικές ̟οσότητες: 

   Q                   Μέγιστη συνολική ̟ αραγωγή του εργοστασίου 

   3p                   Σταθερή τιµή του ̟ροϊόντος (3) ̟ου διανέµεται α̟οκλειστικά                         

                          σε   εγχώριες αγορές  

    Τ                    Χρονικός ορίζοντας (στην ̟ερί̟τωσή µας ένας χρόνος ) 

    0

ip                  Αρχική (t=0) τιµή του ̟ροϊόντος  ̟ου ̟ωλείται στην εγχώρια 

                           αγορά και ξένη αγορά, ό̟ου  i=1,2  

    
0

js                   αρχική τιµή της εισροής j ό̟ου j=A,B 

    Γs                   Σταθερό κόστος της εισροής Γ 

     Κ                  η τιµή εξάσκησης του currency option 

    0E                  η τιµή της συναλλαγµατικής ισοτιµίας του ξένου νοµίσµατος 

                           την  χρονική στιγµή t=0 

    F.C                 Το σταθερό λειτουργικό κόστος της ε̟ιχείρησης (Fixed Cost)  

     Input.Opt.     η τιµή του Real option ̟ου έχει στην διάθεση της, σχετικά µε  

                             τις εισροές, η ε̟ιχείρηση 

          Output.Opt.    η τιµή του real option   να αντικαταστήσει η ε̟ιχείρηση το 
                                    ̟ροϊόν µε την µεγαλύτερη τιµή ανάµεσα σε p1 και p2*En µε  
                                    το ̟ροϊόν 3(p3)  

    Loc.spread       η τιµή του Real Option να διαθέσει η εταιρεία το ̟ροϊόν 1 σε 

                               µια άλλη εγχωρία αγορά. 

           Pr.Cur.Opt      η τιµή του Ευρω̟αϊκού put option ̟άνω στην 

                                    συναλλαγµατική Ισοτιµία nE  µε τιµή εξάσκησης Κ και  
                                     ηµεροµηνία λήξης Τ 
 
        (2) Παράµετροι εξαρτώµενοι α̟ό τα σενάρια: 
 
           pn                    η αντικειµενική ̟ιθανότητας υλο̟οίησης του σεναρίου n Є N  
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    n

ip                     η τιµή του ̟ροϊόντος i(ό̟ου i=1,2 ) στο τέλος του χρονικού  

                             ορίζοντα κάτω α̟ό το σενάριο n Є N                             

     n

js                    η τιµή της εισροής j (ό̟ου j=A,B) στο τέλος του χρονικού 

                             ορίζοντα Τ κάτω α̟ό το σενάριο n Є N 

    nE                     η τιµή της συναλλαγµατικής ισοτιµίας  στο τέλος του 

                              χρονικού ορίζοντα Τ κάτω α̟ό το σενάριο n Є N 

    

      (3) Μεταβλητές 

     wk                      ο σταθµικός συντελεστής ̟αραγωγής για το ̟ ροϊόν  k ό̟ου    

                               (k=1,2,3)  

      xg                      το ̟οσοστό συµµετοχής της εισροής g(ό̟ου g=Α,Β,Γ) στην                                                                      

                                συνολικά α̟αιτούµενη ̟οσότητα συντελεστών L             

        Numb.Cur.Opt   ο αριθµός αγοράς Ευρω̟αϊκών put option ̟άνω στην                                                                                        

                                      συναλλαγµατική Ισοτιµία nE  µε τιµή εξάσκησης Κ και  
                                      ηµεροµηνία λήξης Τ 

 

  (4)Βοηθητικές Μεταβλητές  

     n

TV                       τα κέρδη της ε̟ιχείρησης στο τέλος του χρονικού ορίζοντα  

                                 Τ  κάτω α̟ό το σενάριο n Є N 

     yn                                   βοηθητική µεταβλητή ̟ου χρησιµο̟οιείται ̟ροκειµένου να   

                            µετατρα̟εί σε γραµµική η “µερικώς” γραµµική συνάρτηση  

                                 του ορισµού του CVaR 

     z                          η αξία VaR των α̟οδόσεων της ε̟ιχείρησης 

     Rn                      η α̟όδοση της ε̟ιχείρησης στο τέλος του χρονικού ορίζοντα  

                               Τ   κάτω α̟ό το σενάριο n Є N  

     R                        η αναµενόµενη α̟όδοση της ε̟ιχείρησης στο τέλος του  

                                 χρονικού  Ορίζοντα Τ κάτω α̟ό το σενάριο n Є N  
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 ( 5) Computed Parameters 

 
        Η ̟αράµετρος V0 ορίζεται ως τα  κέρδη της εταιρείας (ε̟οµένως και η αξία 

της) στην αρχή της ̟εριόδου (t=0). Η ε̟ιχείρηση την συγκεκριµένη χρονική 

στιγµή δεν λειτουργεί υ̟ό καθεστώς ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας, ο̟ότε η αξία της 

εταιρείας δεν συµ̟εριλαµβάνει την αξία των Real Options, ούτε και 

ενδιαφέρεται για την κάλυψη του συναλλαγµατικού κινδύνου γεγονός ̟ου 

διαφαίνεται α̟ό το ότι δεν ̟ροβαίνει σε αγορά Currency Option και δεν 

ε̟ωµίζεται και το αντίστοιχο “payoff”.  Τα κέρδη ̟ροέρχονται α̟οκλειστικά α̟ό 

την ̟ώληση των τριών ̟ροϊόντων σε ίσες αναλογίες µείον το κόστος για την 

α̟αιτούµενη αγορά ίσων ̟οσοτήτων των  ̟ρώτων υλών και το σταθερό ̟οσό του 

κόστους λειτουργίας (F.C.). 
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Στην συγκεκριµένη ̟ερί̟τωση θεωρούµε ότι η ε̟ιχείρηση είναι 

αναγκασµένη να ̟αράγει την ίδια ̟οσότητα και α̟ό τα τρία ̟ροϊόντα(δηλαδή η 

̟οσότητα του κάθε ̟ροϊόντος είναι το ένα τρίτο της συνολικής ̟οσότητας) και  
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για αυτό θέτουµε (
3

1
321 === www ) καθώς και να χρησιµο̟οιεί την ίδια 

̟οσότητα και α̟ό τις τρεις εισροές (
3

1
=== ΓΒΑ xxx ). Με αυτό τον τρό̟ο 

καταργείται ο̟οιαδή̟οτε µορφή ευελιξίας ̟ου θα µ̟ορούσε να εκµεταλλευθεί η 

ε̟ιχείρηση. Ε̟ίσης γίνεται η υ̟όθεση ότι η ε̟ιχείρηση δεν ̟ροχωρεί στην λήψη 

µέτρων ̟ροφύλαξης του συναλλαγµατικού κινδύνου ̟ου ε̟ωµίζεται. 

Υ̟ολογίζεται η συνάρτηση κερδών για την αρχή (t=0) και για το τέλος του 

χρονικού ορίζοντα   (t=T)  δίνοντας ̟αράλληλα την δυνατότητα να 

υ̟ολογιστούν και οι α̟οδόσεις της ε̟ιχείρησης για κάθε n Є Ω. 

 
 

  γ. Περί̟τωση µε Ευελιξία 
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Η συγκεκριµένη µοντελο̟οίηση  α̟οβλέ̟ει στην µεγιστο̟οίηση του 

µεγέθους  CVaR της α̟όδοσης της εταιρείας (α) για ένα ̟ροκαθορισµένο ε̟ί̟εδο 

εµ̟ιστοσύνης  a*100 στο τέλος της ̟εριόδου Τ ενώ ̟αράλληλα ̟εριορίζεται και η 

αναµενόµενη α̟όδοση της εταιρείας ( µ≥R ) . 

Ο ̟εριορισµός (β) ορίζει ότι τα κέρδη της ε̟ιχείρησης στο τέλος της 

̟εριόδου (χρονική στιγµή Τ)  για κάθε ̟ιθανό σενάριο  n Є Ω, ισούνται µε τα 

έσοδα της εταιρείας α̟ό την ̟ώληση των ̟αραγόµενων ̟ροϊόντων στην εγχώρια 

αγορά καθώς και α̟ό την ̟ώληση του αντίστοιχου ̟ροϊόντος στο εξωτερικό 

εκφρασµένα σε εγχώριες νοµισµατικές µονάδες µείον το κόστος αγοράς των  

̟ρώτων υλών και των σταθερών λειτουργικών εξόδων, την αξία των currency 

option µείον το κόστος α̟όκτησης τους και τέλος την τιµή των Real options ̟ου 

αντικατο̟τρίζουν την αξία της ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας ̟ου έχει στην διάθεση 

της η ε̟ιχείρηση τόσο στην ̟ερί̟τωση των τελικών ̟ροϊόντων όσο και στην 

̟ερί̟τωση των ̟ρώτων υλών.  
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Σε αντίθεση µε την ̟ερί̟τωση της µη ευελιξίας, η ε̟ιχείρηση δεν θεωρεί ως 

δεδοµένο το ̟οσοστό της συνολική ̟αραγωγής ̟ου καταλαµβάνει το κάθε 

̟ροϊόν αλλά η τιµή των  µεταβλητών αυτών α̟οτελεί µια α̟ό τις εκροές του 

στοχαστικού µοντέλου αριστο̟οίησης ̟ου θα χρησιµο̟οιηθεί. Παρόµοια και µε 

τις ̟ρώτες ύλες  , το ̟οσοστό της κάθε εισροής στην συνολική ̟οσότητα δεν είναι 

̟ροα̟οφασισµένο αλλά αντίθετα α̟οτελεί ε̟ίσης  εκροή του στοχαστικού 

µοντέλου αριστο̟οίησης.  

Αντίστοιχα ο ̟εριορισµός (γ) ορίζει τα κέρδη της εταιρείας στην αρχή της 

̟εριόδου (t=0) και ε̟οµένως δεν λαµβάνει υ̟όψη την αξία του “operational 

flexibility” ̟ου αντικατο̟τρίζεται στην τιµή των Real options. Ε̟ίσης 

̟αραλεί̟εται και η αξία των currency options. Τα κέρδη ̟ροέρχονται 

α̟οκλειστικά α̟ό την ̟ώληση των τριών ̟ροϊόντων , τόσο σε εγχώριες αγορές 

όσο και στο εξωτερικό, µείον το κόστος της αγοράς της α̟αιτούµενης ̟οσότητας 

̟ροϊόντων (L) και του σταθερού λειτουργικού κόστους (F.C.).  

Η εξίσωση (δ) ̟εριορίζει την συνολική δα̟άνη για αγορά currency options. 

∆εν ε̟ιτρέ̟εται η δα̟άνη αυτή να ξε̟εράσει τα σταθερά έσοδα α̟ό τις ̟ωλήσεις 

του ̟ροϊόντος  στο εξωτερικό (εκφρασµένο σε εγχώριες µονάδες). Θεωρούµε η 

αγορά των put currency option γίνεται α̟οκλειστικά και µόνο ̟ροκειµένου να 

αντισταθµιστεί ο συναλλαγµατικός  κίνδυνος και όχι για κερδοσκο̟ικούς 

λόγους.  

Ο ̟εριορισµός (ε) εξασφαλίζει ότι οι ε̟ιλεγόµενες α̟ό την ε̟ιχείρηση 

̟αραγόµενες ̟οσότητες των τριών ̟ροϊόντων θα ισούνται µε την συνολική 

̟αραγωγή Q και το άθροισµα των σταθµικών συντελεστών ̟αραγωγής είναι ίσο 

µε την µονάδα.  

 Ε̟ίσης η εξίσωση  (η) εξασφαλίζει  ότι το άθροισµα των συντελεστών 

στάθµισης των ̟ρώτων υλών είναι ίσο µε την µονάδα. Ακόµα ο ̟εριορισµός (Θ) 

ορίζει την α̟όδοση  της εταιρείας στο τέλος του χρονικού ορίζοντα κάτω α̟ό 
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όλα τα ̟ιθανά σενάρια nЄΩ . Η εξίσωση (ι) ορίζει την αναµενόµενη µέση 

α̟όδοση  της ε̟ιχείρησης στο τέλος του χρονικού ορίζοντα ενώ η εξίσωση (κ) 

ε̟ιβάλλει ένα ελάχιστο όριο στην αναµενοµένη α̟όδοση της εταιρείας. Οι  

εξισώσεις (ν) και (ξ) α̟οτελούν τους α̟αραίτητους ̟εριορισµούς για τον 

υ̟ολογισµό του CVaR . Ο ̟εριορισµός (σ) εξασφαλίζει ότι η συνολική 

̟αραγόµενη ̟οσότητα είναι θετική.  Οι ̟εριορισµοί (ο) και (̟) εξασφαλίζουν ότι 

οι σταθµικοί συντελεστές των ̟αραγόµενων ̟ροϊόντων και των 

χρησιµο̟οιούµενων ̟ρώτων υλών ̟αίρνουν τιµές α̟ό µηδέν έως την µονάδα.  

Τέλος οι ̟αράµετροι  0,, fΓλλλ BA
 ̟ροκειµένου να υ̟άρξει µια όσο το δυνατόν 

ρεαλιστικότερη σχέση µεταξύ των εισροών. Αντίστοιχα οι ̟αράµετροι 

0,, 321 >λλλ  αφορούν την σχέση µεταξύ των τελικών ̟ροϊόντων.  

 
 

3.2 ∆ηµιουργία Σεναρίων 
 

Ένας γενικό τρό̟ος να ̟εριγράψεις τον κίνδυνο είναι µέσω της 

χρησιµο̟οίησης οµάδας σεναρίων για την ̟ερί̟τωση µιας χρονικής ̟εριόδου ή 

ένα δενδρόγραµµα σεναρίων (scenario tree)  για την ̟ερί̟τωση ̟ολλών 

̟εριόδων. Η µετάβαση α̟ό µοντέλα αριστο̟οίησης στοχαστικού χαρακτήρα σε 

ντετερµινιστικού α̟αιτεί την δηµιουργία σεναρίων ̟ου ̟εριγράφουν οµάδες 

α̟ό ̟ιθανές µεταβολές των µεταβλητών. Το κάθε σενάριο ̟ρόκειται για 

«̟ραγµατο̟οίηση» των µελλοντικών τιµών όλων των µη ντετερµινιστικών 

µεταβλητών ̟ου ε̟ηρεάζουν την α̟όδοση της εταιρείας. Η οµάδα αυτή των 

διαφορετικών σεναρίων αντικατο̟τρίζει το εύρος των ̟ιθανών µεταβολών των 

στοχαστικών µεταβλητών ̟ου θα µ̟ορούσαν να υλο̟οιηθούν µέσα στο χρονικό 

ορίζοντα ̟ου εξετάζουµε α̟ό την χρονική στιγµή t=0 έως t=T. Με την χρήση των 

σεναρίων είναι εφικτή η α̟εικόνιση των διαφορετικών µορφών του κινδύνου 

και ε̟ιτρέ̟ει την ανά̟τυξη µεθόδων ̟ου το λαµβάνουν υ̟όψη τους.  
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Βασική υ̟όθεση του υ̟ό εξέταση υ̟οδείγµατος α̟οτελεί το γεγονός ότι οι 

τυχαίες µεταβλητές ακολουθούν Geometric Brownian Motion (G.B.M.), η ο̟οία 

α̟οτελεί το ̟ιο εφαρµοσµένο µοντέλο στη χρηµατοοικονοµική ε̟ιστήµη. 

Χρησιµο̟οιείται ̟ροκειµένου να ̟ροσοµοιώσει την στοχαστική συµ̟εριφορά 

µελλοντικών υ̟οκείµενων µεταβλητών ό̟ως συµβολαίων, µετοχών και 

συναλλαγµατικών ισοτιµιών. Α̟οτελεί µια στοχαστική ανέλιξη συνεχούς χρόνου 

(δηλαδή οι µεταβολές των υ̟οκείµενων µεταβλητών µ̟ορούν να υλο̟οιηθούν 

ο̟οιαδή̟οτε χρονική στιγµή). Ποιο συγκεκριµένα, η εξέλιξη των µελλοντικών 

τιµών του κόστους των ̟ρώτων υλών Si (ό̟ου ι=Α,Β), µια α̟ό τις στοχαστικές 

µεταβλητές του υ̟οδείγµατος, µοντελο̟οιείται α̟ό την εξής στοχαστική ανέλιξη:  

dwdt
S

dS
ii

i

i σµ +=   µε i=Α,Β   οι αντίστοιχες ̟ρώτες ύλες,                                    

ό̟ου το  dw είναι µια Wiener process η ο̟οία και α̟οτελεί µια ειδική ̟ερί̟τωση 

Markov process6, µε drift rate 0 και variance rate ίσο µε dt. Το µηδενικό drift rate 

σηµαίνει ότι η αναµενόµενη µεταβολή του W σε ο̟οιαδή̟οτε χρονική στιγµή 

είναι ίση µε την ̟αρούσα αξία του (Hull 2003, σελ 219 [38]). Αντίστοιχα the  

variance rate ίσο µε  dt σηµαίνει ότι η µεταβολή του W σε ένα χρονικό διάστηµα 

διάρκειας Τ είναι ίσο µε Τ. Ε̟ίσης τόσο η ̟αράµετρος µι ̟ου είναι ο 

αναµενόµενος ρυθµός της α̟όδοσης του Si ανά µονάδα χρόνου όσο και η 

̟αράµετρος σi ̟ου α̟οτελεί την µεταβλητότητα του Si ανά µονάδα χρόνου, 

θεωρούνται σταθερή και αµετάβλητη µε την ̟άροδο του χρόνου. Ουσιαστικά το 

δεξί µέρος της εξίσωσης Α είναι η α̟όδοση της τιµής της ̟ρώτης ύλης (i) η ο̟οία 

α̟όδοση µ̟ορεί να χωριστεί σε 2 µέρη µε το ̟ρώτο να α̟οτελεί την 

αναµενοµένη α̟όδοση ενώ το δεύτερο το στοχαστικό µέρος της α̟όδοσης.  

Μέσω της εφαρµογής της µεθόδου “Ito’s Process” είναι εξαιρετικά εύκολο 

να α̟οδείξουµε ότι :     dwdtSd ii σσµ +−= )(ln
2
12    

                                                   
6 Η διαδικασία Markov α̟οτελεί έναν ειδικό τύ̟ο στοχαστικής ανέλιξης ό̟ου µόνο η ̟αρούσα 
αξία της µεταβλητής είναι α̟αραίτητη για την ̟ρόβλεψη της µελλοντικής της εξέλιξης.  
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Η µεταβολή  του lnSi στο χρονικό διάστηµα ανάµεσα t=0 και t=T κατανέµεται 

κανονικά µε µέσο T)( 2

2
1 σµ −  και διακύµανση T2σ . Ο̟ότε                                             

dlnSi ~ N[ T)( 2

2
1 σµ − , T2σ ]    ⇔ lnSTi – lnS0i ~ N[ T)( 2

2
1 σµ − , T2σ ]     

⇔ lnSTi ~ N[lnS0i + T)( 2

2
1 σµ − , T2σ ] 

Είναι εύκολο να συµ̟εράνει κανείς ότι αφού ο λογάριθµος lnST  κατανέµεται 

κανονικά η µεταβλητή Si (το κόστος α̟όκτησης ή η τιµή της ̟ρώτης ύλης i )  

ακολουθεί λογαριθµική κατανοµή. Αυτό είναι ̟ολύ σηµαντικό διότι θεωρώντας 

α̟λά ότι η τιµή της εισροής Si κατανέµεται κανονικά δεν τίθεται κά̟οιο 

κατώτατο  όριο ως ̟ρος τις τιµές ̟ου µ̟ορεί να λάβει µη α̟οκλείοντας την 

̟ιθανότητα η µεταβλητή της τιµής της ̟ρώτης ύλης να λάβει αρνητική αξία 

̟ράγµα ̟ου δεν είναι δυνατό να ερµηνευθεί οικονοµικά. Αντίθετα α̟οτελεί 

χαρακτηριστικό της G.B.M. ότι αν η αρχική τιµή του 0

iS  είναι θετική θα 

̟αραµείνει και θετική, αφού µια µεταβλητή µε λογαριθµική κατανοµή µ̟ορεί να 

λάβει ο̟οιαδή̟οτε τιµή µεταξύ του µηδέν και του α̟είρου.  

Σε αυτό το σηµείο είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι το µοντέλο 

αριστο̟οίησης είναι διακριτού χρόνου αφού ̟εριλαµβάνει σενάρια. Η εξέλιξη 

των τυχαίων µεταβλητών ακολουθεί την ̟ροαναφερθέντα συνεχούς χρόνου 

στοχαστική ανέλιξη (G.B.M.) ε̟οµένως την χρονική στιγµή Τ (η ο̟οία και 

σηµατοδοτεί το ̟έρας  του χρονικού ορίζοντα) η συγκεκριµένη µεταβλητή θα 

ακολουθεί µια λογαριθµική κατανοµή µε µέσο και κατανοµή ̟ου δίνονται α̟ό 

τους τύ̟ους 
T

T eSSE µ
0)( = και )1(

222 −= TT

o eeSVar σµ
(Hull,1993), ό̟ου µ 

και σ2 η αναµενοµένη α̟όδοση και η διακύµανση των α̟οδόσεων της 

συγκεκριµένης µεταβλητής.  

Είναι ε̟ίσης  σηµαντικό να ε̟ισηµάνουµε το γεγονός ότι α̟ό τα ιστορικά 

δεδοµένα ̟αρατηρείται µια συσχέτιση µεταξύ των τιµών των ̟ρώτων υλών Α 

και Β, η ο̟oία ̟ρέ̟ει να “µεταφερθεί”( έστω και κατά ̟ροσέγγιση λόγω του 
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µικρού αριθµού σεναρίων ό̟ως θα δούµε σε ε̟όµενη ενότητα) στις διακριτές 

τιµές ̟ου ̟αίρνουµε α̟ό τα διάφορα σενάρια. Προκειµένου να ε̟ιτευχθεί αυτή 

η συσχέτιση µεταξύ των τιµών των ̟ρώτων υλών υ̟ό τα διάφορα σενάρια 

λαµβάνουµε µια οµάδα διακριτών τιµών α̟ό την συνεχή διµεταβλητή 

λογαριθµική κατανοµή των ̟ρώτων υλών Α και Β. Παρόµοια, ̟ροκειµένου να 

εξασφαλίσουµε την συσχέτιση µεταξύ των τιµών των τελικών ̟ροϊόντων στα 

αντίστοιχα σενάρια λαµβάνουµε έναν ̟εριορισµένο αριθµό διακριτών τιµών 

α̟ό την συνεχή διµεταβλητή λογαριθµική κατανοµή των τιµών  P1  και P2 

(εκφρασµένο σε εγχώριες νοµισµατικές µονάδες ̟ου θα εξετάσουµε ̟αρακάτω).  

Ο ̟ιο συνηθισµένος τρό̟ος δηµιουργίας διακριτών τιµών α̟ό την 

̟ολυµεταβλητή λογαριθµική κατανοµή είναι µέσω της δηµιουργίας τιµών α̟ό 

την αντίστοιχη ̟ολυµεταβλητή κανονική κατανοµή, τις ο̟οίες και κάνουµε 

“exponentiate” ,µε α̟οτέλεσµα εξαιτίας του “exponentiation” να µην 

λαµβάνουµε την συσχέτιση ̟ου θέτουµε ως εισροή στην κανονική κατανοµή. 

Προκειµένου να αντιµετω̟ίσουµε το γεγονός αυτό χρησιµο̟οιήσαµε ένα 

συγκεκριµένο Matlab Script το “Multivariate Log-normal Simulation with 

Correlation”  (MnLogNRand) το ο̟οίο αντισταθµίζει αυτή την α̟ώλεια 

συσχέτισης κατά την δηµιουργία διακριτών τιµών, διευκολύνοντας αρκετά το 

έργο µας. Εξαίρεση α̟οτελεί το γεγονός  ότι οι µελλοντικές τιµές της 

συναλλαγµατικής ισοτιµίας ̟ροέρχονται α̟ό την α̟λή λογαριθµική κατανοµή.   

Ε̟ίσης είναι σηµαντικό να τονιστεί ξανά το γεγονός ότι και όλες οι 

στοχαστικές µεταβλητές ̟ου εµ̟εριέχονται στο υ̟όδειγµα  ακολουθούν G.B.M. . 

Πιο συγκεκριµένα, εκτός α̟ό την τιµή των ̟ρώτων υλών Α και Β, G.B.M. 

ακολουθούν και οι τιµές του ̟ροϊόντος(P1 σε εγχώριες και  P2 σε ξένες 

νοµισµατικές µονάδες αντίστοιχα) ̟ου ̟αράγει και διαθέτει η ε̟ιχείρηση 

̟αραγωγής ηλεκτρικού ρεύµατος στην εγχώρια αγορά και στην ξένη αγορά,    

dwdt
P

dP
ii

i

i σµ +=   µε i=1,2  
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Οφείλουµε να ε̟ισηµάνουµε για ακόµα µια φορά, την ̟αράµετρο µι ̟ου 

είναι ο αναµενόµενος ρυθµός της α̟όδοσης του Pi ανά µονάδα χρόνου (και είναι 

σταθερό µε την ̟άροδο του χρόνου – κάτι ̟ου ισχύει για όλες τις στοχαστικές 

διαδικασίες του υ̟οδείγµατος) ενώ η ̟αράµετρος σi  α̟οτελεί την 

µεταβλητότητα του Pi ανά µονάδα χρόνου (ε̟ίσης σταθερές µε την ̟άροδο του 

χρόνου). 

Αντίστοιχα:  dwdt
E

dE
EE σµ +=  

                        dwdt
p

Pd
11

1

1 σµ ′+′=
′

′
 

Οι G.B.M. στοχαστικές διαδικασίες ̟ου ακολουθούν η συναλλαγµατική ισοτιµία 

και η τιµή 1P′  του ̟ρώτου ̟ροϊόντος σε µια εναλλακτική  εγχώρια αγορά 

(α̟αραίτητο για την τιµολόγηση του Loc.spread Option ̟ου θα εξετάσουµε σε 

̟αρακάτω κεφάλαιο) . 

          Σηµαντική µνεία αξίζει το γεγονός ότι ̟ροκειµένου να χρησιµο̟οιήσουµε  

την τιµή της ηλεκτρικής  ενέργειας για την ξένη χώρα P2 οφείλουµε να την 

µετατρέψουµε ̟ρώτα σε εγχώριες νοµισµατικές µονάδες ̟ολλα̟λασιάζοντας µε 

την  αντίστοιχη συναλλαγµατική ισοτιµία ώστε να είναι δυνατή η εφαρµογή των 

τύ̟ων της τιµολόγησης των option ̟ου θα  εφαρµόσουµε ̟αρακάτω. Τόσο η τιµή 

P2 του ̟ροϊόντος ̟ου ̟αράγει όσο και η συναλλαγµατική ισοτιµία Ε, όντας 

στοχαστικές µεταβλητές ακολουθούν διαφορετικές G.B.M. διαδικασίες µε 

α̟οτέλεσµα το µέγεθος Ζ=P2 *E  να ακολουθεί µια διαφορετική κατανοµή η 

ο̟οία ̟ρέ̟ει να υ̟ολογιστεί. 

 ‘Ό̟ως αναφέρθηκε ̟ροηγουµένως P2 και Ε, ακολουθούν τις αντίστοιχες 

G.B.M. 
EEE dwdt

E

dE
σµ +=  και 222

2

2 dwdt
P

dP
σµ += .  
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Ε̟εκτείνοντας το Ito’s Lemma  για 2 µεταβλητές και εφαρµόζοντας το ̟άνω 

στην συνάρτηση  Ζ= P2 *E είναι εφικτός ο υ̟ολογισµός της κατανοµής  του dZ. 

Πιο συγκεκριµένα: 

[ ]
EZPPEEtPE dEZdPZdPZdEZZdPZdEdZ 2

2

2

2

2
1

2 2* +++++= , µε  

α. ΖΕ=P2 η ̟ρώτη ̟αράγωγος ως ̟ρος Ε,  

 β. ΖP=E  η ̟ρώτη ̟αράγωγος ως ̟ρος P2 

 γ. ZPP=0 η δεύτερη ̟αράγωγος ως ̟ρος P2 

 δ. ZEE =0 η δεύτερη ̟ αράγωγος ως ̟ρος E 

 ε.  ZEP=1 η δεύτερη ̟ αράγωγος ̟ρώτα ως Ε και µετά ως P2 

Ε̟ίσης )2()()( 2222222

EEEEEEEEE dwdtdwdtEdwEdtEdE σµσµσµ ++=+=  και 

χρησιµο̟οιώντας τις ιδιότητες (dw)2=dt και dt*dw=0 (multiplication rules of 

stochastic calculus) καταλήγουµε σε dtEdE E

222)( σ=  και ̟αροµοίως έχουµε 

dtPdP 2

2

2

2

2

2 )( σ= . 

Χρησιµο̟οιώντας την σχέση: 

EEEEEE dwdwEPdtEdwPdwdtEPdtEPdEdP 22222222

2

222 * σσµσσµµµ +++= ⇔
dtEPdEdP EE ,2222 * ρσσ=  ̟ου ̟ ροκύ̟τει  εφαρµόζοντας τον κανόνα 

dtdwdw EE ,22 * ρ= (µε 
E,2ρ ο συντελεστής συσχέτισης µεταξύ της συναλλαγµατικής 

ισοτιµίας εκφρασµένη σε µονάδες του εγχώριου νοµίσµατος και της τιµής P2 του 

̟ροσόντος ̟ ου εξάγει η ε̟ιχείρηση στο εξωτερικό εκφρασµένη σε µονάδες του 

ξένου νοµίσµατος) και ύστερα α̟ό  µια σειρά α̟λών αλγεβρικών ̟ ράξεων  

καταλήγουµε στην ̟αρακάτω µαθηµατική σχέση :   

)2

0*0*(0)()()(

,222

2

2

2

2

22

2
1

2222222

dtEP

dtPdtEdwPdtPEdwEdtEPEPddZ

EE

EEEE

ρσσ

σσσµσµ

+

++++++==

dtEPdwEPdtEPdwEPdtEPdZ EEEEE ,2222222222 ρσσσµσµ ++++=      ⇔  

)()( 222,2222 dwdwEPdtEPdZ EEEEE σσρσσµµ ++++= . 
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Θεωρώντας ότι ZZEE dwdwdw σσσ =+ 22 , EEEZ σσρσσσ 2,2
22

2
2 2++=  και 

λαµβάνοντας υ̟όψη ότι Ζ=Ε*P2  είναι α̟λό να γραφτεί η ̟αρα̟άνω σχέση στην 

γνωστή µορφή της G.B.M. στοχαστικής διαδικασίας ως εξής:  

ZZEEE dwdt
Z

dZ
σρσσµµ +++= )( ,222  

 

3.3 Θεωρία CVaR    

 Στις ̟αραδοσιακές χρηµατοοικονοµικές αγορές η τυ̟ική µέθοδος 

αριστο̟οίησης είναι το ̟ρόβληµα µέσου-διακύµανσης του Markowizts 

(Markowizts ,1952 [39]) ό̟ου η διακύµανση του χαρτοφυλακίου 

ελαχιστο̟οιείται κάτω α̟ό έναν ̟εριορισµό στην αναµενόµενη α̟όδοση. Η 

διακύµανση όµως  α̟οτελεί συµµετρική µέτρηση της διασ̟οράς γύρω α̟ό το 

µέσο δίνοντας  ίση βαρύτητα σε ̟ιθανότητα η τιµή της εκάστοτε µεταβλητής να 

είναι ̟άνω όσο και σε ̟ιθανότητα να είναι  κάτω α̟ό τον µέσο  αδυνατώντας να 

αντικατο̟τρίσει διαφορές µεταξύ downside και upside risk αλλά αντίθετα 

‘’τιµωρεί’’ οµοιόµορφα κέρδη και α̟ώλειές. Ε̟ίσης στο ίδιο ̟νεύµα η 

διακύµανση α̟οτελεί ακατάλληλο µέγεθος για να µετρήσει α̟οτελεσµατικά τον 

κίνδυνο ̟ου ενσωµατώνεται στα λεγόµενα ακραία γεγονότα, δηλαδή στα 

γεγονότα ̟ου έχουν µικρή ̟ιθανότητα να υλο̟οιηθούν αλλά µ̟ορούν 

ενδεχοµένως να οδηγήσουν σε µεγάλες α̟ώλειες.  Με την ̟άροδο του χρόνου 

για την ορθότερη “διαχείριση του κινδύνου” έχουν αρχίσει να υιοθετούνται, α̟ό 

τα ενδιαφερόµενα µέρη καταλληλότεροι µέθοδοι µέτρησης του κινδύνου ό̟ως το 

Value at Risk (VaR) και το Conditional Value at risk (CVaR). 

 Προκειµένου όµως να αναλύσουµε βαθύτερα τα εργαλεία αυτά µέτρησης 

του κινδύνου και να ̟ροχωρήσουµε στον ορισµό τους, είναι α̟αραίτητο να 

̟ροχωρήσουµε ̟ρώτα στον ορισµό µιας σειράς µεταβλητών ακολουθώντας 

στενά την ορολογία ̟ου χρησιµο̟οιείται στο άρθρο (N. Topaloglou et al. 2002 

[40]). Θεωρούµε µια οµάδα α̟ό i=1,2..,h ε̟ενδυτικές ευκαιρίες. Στο τέλος µιας 
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χρονικής ̟εριόδου οι ε̟ενδύσεις αυτές ̟αράγουν α̟οδώσεις T

hrr )~,,,~,r~(~
21=r  οι 

ο̟οίες είναι άγνωστες στην αρχή της χρονικής ̟εριόδου (για t=0) και 

αντιµετω̟ίζονται ως τυχαίες µεταβλητές. Συµβολίζουµε την µέση αξία τους µε 

T

hrrr ),...,()( 21== rΕr . Στην αρχή της χρονικής ̟εριόδου ο ε̟ενδυτής ε̟ιθυµεί να 

ε̟ενδύσει το εισόδηµα του  στις ε̟ενδυτικές αυτές ευκαιρίες, α̟οφασίζοντας σε 

µια συγκεκριµένη κατανοµή του εισοδήµατος του T

hxx ),...,x( 21=x  µε 

̟εριορισµούς 0≥ix  (ε̟οµένως α̟αγορεύονται “short sales”) και 1
1

=∑ =

h

i ix  

(εισοδηµατικός  ̟εριορισµός ). Ο̟ότε { }01,: ≥== x1xxX
T οι βασικοί 

̟εριορισµοί του χαρτοφυλακίου µε µορφή διανυσµάτων.7 

Η αβέβαιη α̟όδοση του χαρτοφυλακίου στο τέλος της χρονικής ̟εριόδου 

είναι rxrx
T~)~,( =R . Πρόκειται για τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση κατανοµής 

{ }u)~,(),( ≤= rxx RPuF , η ο̟οία εξαρτάται α̟ό την σύνθεση x του 

χαρτοφυλακίου. Η αναµενοµένη α̟όδοση του χαρτοφυλακίου είναι 

rxrxrxΕ
T== ),R())~,((R . Υ̟οθέτουµε ότι οι αβέβαιες α̟οδόσεις των ε̟ενδύσεων 

r~  µοντελο̟οιούνται α̟ό µια ̟εριορισµένη οµάδα διακριτών σεναρίων 

{ }Nnn ...,2,1: ==Ω  ό̟ου οι α̟οδόσεις κάτω α̟ό ένα σενάριο n Є Ω ̟αίρνουν τις 

τιµές T

hnss rrr ),...,,( 21s =r µε αντίστοιχη ̟ιθανότητα pn>0, 1
1

=∑ =

N

n np . Η µέση 

α̟όδοση των ε̟ενδύσεων ισούται µε 
n

N

n
p∑ =

=
1 nrr . Αντίστοιχα η α̟όδοση του 

χαρτοφυλακίου κάτω α̟ό το σενάριο n Є Ω ορίζεται ως 
n

TR rxrx =)~,(  ενώ η µέση 

α̟όδοση του χαρτοφυλακίου ορίζεται ως rxrxrx TN

n
RR == ∑ =

),(p),( n1 n . 

 To VaR ορίζεται σε όρους α̟ώλειας ως η µέγιστη ε̟ιτρε̟όµενη α̟ώλεια 

για ένα δεδοµένο ε̟ί̟εδο εµ̟ιστοσύνης a*100%. Ισοδύναµα σε όρους α̟όδοσης 

ορίζεται ως η ελάχιστη α̟όδοση του χαρτοφυλακίου (αλλά µε βάση το µοντέλο 

̟ου ανα̟τύχθηκε σε ̟ροηγούµενη ενότητα ισοδύναµα εφαρµόζεται και για την 

                                                   
7 Οι bold χαρακτήρες αντιπροσωπεύουν διανύσµατα και ~ τυχαίες µεταβλητές  
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̟ερί̟τωση της λειτουργίας µιας εταιρείας) για ένα δεδοµένο ε̟ί̟εδο 

εµ̟ιστοσύνης  a*100%. Ε̟οµένως α̟οτελεί το (1-α)*100% εκατοστηµόριο της 

κατανοµής των α̟οδόσεων του χαρτοφυλακίου(ή της εταιρείας στην ̟ροκειµένη 

̟ερί̟τωση). 

[ ] ][[ ]aRPuaFuaVaR −≥≤=−≥= 1u)~,(:min1u),(:min),( rxxx  

Παρόλο όµως την καθιέρωση του ως ένα εργαλείο µέτρησης του κινδύνου 

̟αρουσιάζει µια σειρά α̟ό ελαττώµατα ̟ου ̟εριορίζουν την εφαρµογή του στα 

µαθηµατικά µοντέλα της άριστη ε̟ιλογή χαρτοφυλακίου . To VaR(x,a) 

α̟οκαλύ̟τει ότι µε ̟ιθανότητα   (1-a)*100% η α̟όδοση του χαρτοφυλακίου ή 

της εταιρείας θα είναι µικρότερο α̟ό το VaR, αλλά όµως δεν α̟οκαλύ̟τει 

κανένα είδους ̟ληροφόρησης για τις α̟οδόσεις ̟ου βρίσκονται στην «ουρά της 

κατανοµής» µε εξαίρεση το δεδοµένο ε̟ί̟εδο εµ̟ιστοσύνης. Για αυτές τις 

ακραίες ̟ερι̟τώσεις, η α̟όδοση του χαρτοφυλακίου µ̟ορεί να ̟έσει σε ε̟ί̟εδα 

̟ού χαµηλότερα α̟ό την τιµή του VaR οδηγώντας µε αυτό τον τρό̟ο σε ̟ολύ 

µεγάλες α̟ώλειες (ζηµιές) για το χαρτοφυλάκιο ή για την  εταιρεία. Ε̟οµένως, 

δύναται κά̟οιος να ισχυριστεί  ότι το VaR εστιάζει α̟οκλειστικά στην 

συχνότητα εµφάνισης αυτών των «α̟ωλειών» και καθόλου στο µέγεθος τους. 

Ε̟ίσης το VaR υστερεί στις θεωρητικές  ιδιότητες ̟ου α̟αιτούνται για ένα 

“coherent risk measure” (Artzner et. Al 1999 [41]). Πιο συγκεκριµένα δεν 

ικανο̟οιείται η ιδιότητα του” Sub-additivity”. Οι χαµηλές α̟οδόσεις οι ο̟οίες 

οδηγούν σε µεγάλες α̟ώλειες για ένα δεδοµένο ε̟ί̟εδο εµ̟ιστοσύνης δεν 

µ̟ορούν να ̟ροστεθούν. Η µέθοδος VaR δεν ε̟ιτρέ̟ει τον α̟οκεντρωµένο 

υ̟ολογισµό του κινδύνου σε ένα «γενικότερο ε̟ί̟εδο» της εταιρείας αφού το 

άθροισµα του κινδύνου των ανεξάρτητων θέσεων δεν ̟αρέχει ένα ανώτατο όριο 

για το συνολικό κίνδυνο της εταιρείας. ∆ηλαδή µε α̟λά λόγια το VaR δυο 

χαρτοφυλακίων µ̟ορεί να είναι υψηλότερο α̟ό το άθροισµα του VaR καθενός 

ξεχωριστά. Ε̟ι̟λέον το VaR  είναι δύσκολο να µεγιστο̟οιηθεί όταν οι α̟οδόσεις 

των διαφόρων “assets” ̟ροσδιορίζονται σε όρους σεναρίων (ό̟ως ακριβώς 
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συµβαίνει και µε το µοντέλο ̟ου αναλύσαµε σε ̟ροηγούµενη ενότητα) αφού η 

συνάρτηση VaR  είναι µη κυρτή και  ε̟ιδεικνύει ̟ολλα̟λά το̟ικά ακρότατα. 

Α̟ό την άλλη µεριά CVaR  ορίζεται συνήθως ως οι υ̟ό συνθήκη 

̟ροσδοκόµενες α̟ώλειες ̟ου είναι µεγαλύτερες του VaR για ένα δεδοµένο 

ε̟ί̟εδο εµ̟ιστοσύνης. Ισοδύναµα σε όρους α̟οδόσεις το CVaR ορίζεται ως οι 

υ̟ό συνθήκη ̟ροσδοκόµενες α̟οδόσεις κάτω α̟ό την α̟όδοση ̟ου ορίζει το 

VaR. 

Συµφώνα µε το άρθρο των Rockfellar και Uryasev (Rockfellar και Uryasev, 

2002 [42])  το CVaR ορίζεται για γενικές κατανοµές συµ̟εριλαµβανοµένου των 

διακριτών (τις ο̟οίες και εφαρµόζουµε στο µοντέλο µας αφού χρησιµο̟οιούµε 

σενάρια) ως εξής : 
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Πρέ̟ει να τονίσουµε το γεγονός ο συγκεκριµένος ορισµός του CVaR  για 

διακριτές κατανοµές υ̟ολογίζει κατά ̟ροσέγγιση τις υ̟ό συνθήκη α̟οδόσεις 

του χαρτοφυλακίου ̟ου είναι µικρότερες α̟ό την αντίστοιχη τιµή του VaR.  

Το CVaR ̟λεονεκτεί έναντι του VaR αφού ̟ρόκειται για coherent risk 

measure όσο και κυρτό  εξασφαλίζοντας την ύ̟αρξη συνολικού ελάχιστου και 

ταυτόχρονα α̟οφεύγοντας την εµφάνιση ̟ολλα̟λών το̟ικών ελάχιστων. 

Ε̟ίσης ̟οσοτικο̟οιεί την αναµενόµενη α̟όδοση του χαρτοφυλακίου στο 

χαµηλό εκατοστηµόριο της κατανοµής ̟αρέχοντας µε αυτόν τον τρό̟ο την 

δυνατότητα  της εφαρµογής, ως ένα βαθµό, ενός ελέγχου στο “lower tail” της 

κατανοµής των α̟οδόσεων και ε̟οµένως ̟ρόκειται για ένα κατάλληλο µέγεθος 

µέτρησης κινδύνου για Skewed κατανοµές. Το CVaR α̟οτελεί εργαλείο 

µέτρησης του κινδύνου το ο̟οίο σε αντίθεση µε το VaR εστιάζει τόσο στο µέγεθος 

των «α̟ωλειών» όσο και στην συχνότητα τους ̟αρέχοντας ̟ερισσότερες 
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̟ληροφορίες. ‘Όταν οι α̟οδόσεις των στοχαστικών µεταβλητών 

αντι̟ροσω̟εύονται α̟ό διακριτές κατανοµές το CVaR µ̟ορεί να αριστο̟οιηθεί 

µέσω γραµµικού ̟ρογραµµατισµού. Αν ορίσουµε για κάθε σενάριο n Є Ω µια 

βοηθητική µεταβλητή yn=max(0,z-R(x,rn)) η ο̟οία ισούται µε το µηδέν όταν η 

α̟όδοση του χαρτοφυλακίου για το αντίστοιχο σενάριο υ̟ερβαίνει το VaR(x,a) 

και είναι ίσο µε την α̟όκλιση της α̟όδοσης µε τον VaR στην αντίθετη 

̟ερί̟τωση. 

Α̟ό αυτές τις βοηθητικές µεταβλητές και ορισµένους µαθηµατικούς 

χειρισµούς έχουµε: 
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Παρατηρούµε ότι το δεξί µέρος της εξίσωσης είναι το CVaR(x,a). Ε̟οµένως 

το γραµµικό ̟ρόγραµµα γραµµικό ̟ρόγραµµα ̟ου ανταλλάσει το άριστο 

µέγεθος CVaR για ένα ̟ροα̟οφασισµένο ε̟ί̟εδο εµ̟ιστοσύνης  a*100% µε την 

αναµενοµένη α̟όδοση (µ) του χαρτοφυλακίου γράφεται ως εξής : 
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Λύνοντας για διαφορετικές τιµές του µ ̟αίρνουµε το CVaR efficient 

frontier. Το ̟ρόγραµµα ταυτόχρονα µε την αριστο̟οίηση του µεγέθους για το 

κίνδυνο ό̟ως αυτός µετριέται µε το CVaR υ̟ολογίζει την αντίστοιχη τιµή του 

VaR. Το CVaR ορισµένο σε όρους α̟οδόσεων α̟οτελεί ένα κατώτατο όριο για το 

VaR (CVaR≤ VaR). 

Το CVaR α̟οτελεί την καλύτερη µέθοδο µέτρησης του κινδύνου ̟ου 

̟ροκύ̟τει α̟ό την λειτουργία της ε̟ιχείρησης. Α̟ό τα ̟ροαναφερθέντα, εύκολα 

µ̟ορεί κανείς να συµ̟εράνει τα αδιαµφισβήτητα ̟λεονεκτήµατα του CVaR για 

skewed κατανοµές, ̟έραν του γεγονότος ό̟ως αναφέρθηκε, ότι α̟οτελεί 

coherent risk measure και µ̟ορεί να αριστο̟οιηθεί µέσω γραµµικού 

̟ρογραµµατισµού το ο̟οίο διευκολύνει ̟ολύ στους µαθηµατικούς 

υ̟ολογισµούς . Με βάση τις υ̟οθέσεις του µοντέλου για την εξέλιξη των 

στοχαστικών διαδικασιών ̟ου ̟εριέχει, οι ο̟οίες ακολουθούν G.B.M. , 

̟ροκύ̟τει ότι οι α̟οδόσεις της εταιρείας ακολουθούν κανονική κατανοµή αλλά 

µε την υιοθέτηση των Real options  εισάγεται  µια ασυµµετρία ή κύρτωση στην 

κατανοµή ̟ιθανότητας των κερδών της εταιρείας, καθιστώντας το CVaR ̟ου 

ό̟ως ε̟ισηµάνθηκε ̟ρόκειται για ένα µη συµµετρικό µέγεθος (αφού λαµβάνει 

υ̟όψη του το downside risk), το ̟ιο α̟οδοτικό εργαλείο µέτρησης του 

κινδύνου.   
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Κλείνοντας θα µ̟ορούσανε να ισχυριστούµε ότι ̟αρόλο ̟ου το VaR έχει 

την ̟ρωτοκαθεδρία ως εργαλείο για την µέτρηση του κινδύνου το CVaR γίνεται 

ολοένα και ̟ιο δηµοφιλές σε διαφόρους τοµείς διαχείρισης του κινδύνου ό̟ως 

στον τοµέα της ασφάλισης (̟χ ασφάλιση καλλιεργειών), στον τοµέα της 

ενέργειας (power portfolio optimization, energy risk management) αλλά και στα 

χρηµατοοικονοµικά (multi-currency asset allocation). 
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Κεφάλαιο 4: Τιµολόγηση  Options 

 

Στο µοντέλο ̟ου αναλύθηκε σε ̟ροηγούµενη ενότητα συµ̟εριλάβαµε και 

µια σειρά α̟ό Real και χρηµατοοικονοµικά  options. Α̟ό την θεωρία των Real  

options είναι γνωστό ότι η αύξηση της αβεβαιότητας (̟ου στο συγκεκριµένο 

µοντέλο υφίσταται µέσω της ύ̟αρξης στοχαστικών µεταβλητών ό̟ως οι τιµές 

των ̟ροϊόντων, η συναλλαγµατική ισοτιµία και το κόστος των ̟ρώτων υλών) 

αυξάνουν την αξία τους (λόγω της ασύµµετρης φύσης τους, αφού η εταιρεία 

διαθέτει την δυνατότητα να µην ̟ροχωρήσει στην εξάσκηση του option εάν οι 

µελλοντικές οικονοµικές συνθήκες δεν είναι ευνοϊκές) άρα εµµέσως και την αξία 

της ε̟ιχείρησης η διοίκηση της ο̟οίας  έχει την δυνατότητα να αντιδράσει σε 

µεταβαλλόµενες συνθήκες. 

Πιο συγκεκριµένα στο µοντέλο συµ̟εριλαµβάνoνται  τρία διαφορετικά 

Real options. Οι βασικές υ̟οθέσεις στις ο̟οίες στηρίζεται η τιµολόγηση τους 

αναφέρονται στο άρθρο (Stulz, 1982) και εν συντοµία είναι οι εξής : 

 α. Οι αγορές είναι ̟λήρως ανταγωνιστικές. ∆ηλαδή δεν υ̟άρχουν κόστη 

µεταφοράς, φόροι, ̟εριορισµοί  “on short-sales”  και διαφορά µεταξύ του 

ε̟ιτοκίου δανεισµού και δανείου. 

  β.  Οι στοχαστικές µεταβλητές ακολουθούν G.B.M. 

  γ. Το χωρίς κίνδυνο ε̟ιτόκιο[εγχώριο (R) και ξένο(Rf)] ̟αραµένει 

διαχρονικά σταθερό.   

 Το ̟ρώτο α̟ό αυτά είναι ̟άνω στις εισροές και µοντελο̟οιεί την αξία της 

ευελιξίας της εταιρείας, η ο̟οία λειτουργεί υ̟ό το καθεστώς του ελάχιστου 

κόστους να ε̟ιλέξει µεταξύ  διαφορετικών “operating modes”. Η ε̟ιχείρηση η 

ο̟οία ̟ρέ̟ει να ̟αράγει, έχει την δυνατότητα να ̟αράγει τα ̟ροϊόντα της 

̟ληρώνοντας είτε το ελάχιστο κόστος εισροής ανάµεσα στο SA και στο SB είτε 

καταβάλλοντας το σταθερό κόστος µιας τρίτης  εισροής ΓS . Το payoff αυτού του 
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option είναι της µορφής max(min(SA, SB)- ΓS ,0). Ουσιαστικά ̟ρόκειται για ένα 

Call option στο ελάχιστο των (SA, SB) µε τιµή εξάσκησης ΓS . Πρόκειται για ένα 

option Ευρω̟αϊκού τύ̟ου του ο̟οίου η χρονική διάρκεια µέχρι την λήξη 

συµ̟ί̟τει µε το ̟έρας της χρονικής ̟εριόδου Τ ̟ου εξετάζουµε. 

Η τιµή αυτού του option µ̟ορεί να υ̟ολογιστεί χρησιµο̟οιώντας τον τύ̟ο    

του Stulz  (Stulz, 1982): 
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Aσ  και 

Bσ  είναι οι τυ̟ικές α̟οκλείσεις ανά 

µονάδα χρόνου των α̟οδόσεων των τιµών των εισροών Α και Β και 
BA,ρ  ο 

συντελεστής συσχέτισης µεταξύ α̟οδόσεων των εισροών Α και Β. 

Το δεύτερο Real Option το ο̟οίο συµ̟εριλαµβάνεται στο µοντέλο µας είναι 

̟άνω στα τελικά ̟ροϊόντα της ε̟ιχείρησης. Το συγκεκριµένο Option το ο̟οίο 

είναι Ευρω̟αϊκού τύ̟ου και λήγει στο τέλος την χρονικής ̟εριόδου Τ, µετράει 

την ευελιξία της ε̟ιχείρησης η ο̟οία ̟αράγει ήδη το «καλύτερο» α̟ό δυο 

̟ροϊόντα (δηλαδή αυτό µε την υψηλότερη τιµή) max(P1,Z8) και κατέχει την 

δυνατότητα να τα ανταλλάξει µε την ̟αραγωγή ενός τρίτου ̟ροϊόντος 3P  του 

ο̟οίου η τιµή είναι σταθερή. Άρα έχουµε ένα put option στο µέγιστο των (P1,Ζ) 

µε τιµή εξάσκησης 3P , µε payoff max( 3P - max(P1,Ζ),0). Η αξία του συγκεκριµένου 

option υ̟ολογίζεται ως εξής: 

                                                   
8
 Όπου Ζ η τιµή σε εγχώριες νοµισµατικές µονάδες του προϊόντος που διαθέτει η επιχείρηση στο 

εξωτερικό.  
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Τ, ̟άνω στο µέγιστο των 2 στοχαστικών µεταβλητών P1 και Ζ  µε τιµή εξάσκησης 

0. Πιο συγκεκριµένα, η τιµή του option δίνεται α̟ό τον ακόλουθο τύ̟ο του 

Margrabe (Margrabe, 1978) )()(),0,,( 2
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Zσ  είναι οι τυ̟ικές α̟οκλείσεις ανά µονάδα χρόνου των α̟οδόσεων των τιµών 

των ̟ροϊόντων 1 και 2 (εκφρασµένο σε εγχώριες µονάδες νοµίσµατος) και Z,1ρ  ο 

συντελεστής συσχέτισης µεταξύ α̟οδόσεων των ̟ροϊόντων Α και Β. 

Αντίστοιχα,to option ),,,( 3

00

1 TPZPMX  είναι ένα call option Ευρω̟αϊκού 

τύ̟ου, ̟ου λήγει την χρονική στιγµή Τ, ̟άνω στο µέγιστο των 2 στοχαστικών 

µεταβλητών P1 και Ζ  µε τιµή εξάσκησης  3P . Η τιµή του δίνεται α̟ό τον τύ̟ο 

),,,(),,(),,(),,,( 3

00

13
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13

00

1 TPZPCMinTPZCTPPCTPZPMX −+= ,µε ),,( 3

0

1 TPPC  

και ),,( 3

0 TPZC να α̟οτελούν Ευρω̟αϊκού τύ̟ου call options ̟ άνω στις 

στοχαστικές µεταβλητές P1 και Ζ αντίστοιχα, ̟ου λήγουν την χρονική στιγµή Τ 

µε τιµή εξάσκησης 3P . Ε̟ίσης το Option ),,,( 3

00

1 TPZPCMin είναι Ευρω̟αϊκού 

τύ̟ου call option, ̟ου λήγει την χρονική στιγµή Τ, ̟άνω στο ελάχιστο των 2 

στοχαστικών µεταβλητών P1 και Ζ  µε τιµή εξάσκησης 3P . Ο̟ότε ο αντίστοιχος 

τύ̟ος δίνεται α̟ό τον Stulz ως:  
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Το τρίτο Real Option είναι και αυτό ε̟άνω στα τελικά ̟ροϊόντα της 

εταιρείας. Θεωρούµε ότι η ε̟ιχείρηση δεν διαθέτει το ̟ροϊόν 1 σε ολόκληρη την 

εγχώρια ε̟ικράτεια αλλά µόνο σε µια ̟εριφέρεια Ε και διαθέτει την ε̟ιλογή να 

το ̟ουλήσει εναλλακτικά  στην ̟εριφέρεια  D ό̟ου ε̟ικρατεί τιµή 1P′ , άρα 

έχουµε ένα Call option ̟άνω στο 1P′  µε τιµή εξάσκησης την τιµή του ̟ροϊόντος 

στην ̟εριοχή Ε, δηλαδή P1.Χρησιµο̟οιώντας τον τύ̟ο του Margrabe για την 

α̟οτίµηση της τιµής του option : 
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2
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2
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2 2 σσρσσσ ′′−+′=′  ό̟ου 1σ  και 1σ ′  είναι οι τυ̟ικές α̟οκλείσεις ανά 

µονάδα χρόνου των α̟οδόσεων των τιµών P1 1P′  και 1,1ρ ′  ο συντελεστής 

συσχέτισης µεταξύ α̟οδόσεων των εισροών Α και Β. 

Εκτός α̟ό τα Real options στο µοντέλο µας συµ̟εριλαµβάνονται και 

Currency options. Η ε̟ιχείρηση ̟ροκειµένου να αντισταθµίσει τον 

συναλλαγµατικό κίνδυνο και να εξασφαλίσει την αξία των ̟ωλήσεων  της στο 

εξωτερικό σε εγχώριες νοµισµατικές µονάδες αγοράζει put Currency Options. 

∆ηλαδή έχει το δικαίωµα αλλά όχι την υ̟οχρέωση να ̟αραδώσει µια µονάδα 
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ξένου νοµίσµατος και να ̟αραλάβει Κ µονάδες εγχώριου νοµίσµατος . Το payoff 

αυτού του option είναι max(K-En,0). Η α̟οτίµησης της αξίας του currency option 

υλο̟οιείται µέσω του τύ̟ου ̟ου υ̟ολόγισαν οι Garmon και Kolhagen (Garmon 

and Kolhagen,[10] 1983): 
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0 , ό̟ου σΕ η τυ̟ική α̟όκλιση ανά 

µονάδα χρόνου της συναλλαγµατικής ισοτιµίας. 
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Κεφάλαιο 5 : Εµ̟ειρική Εφαρµογή  

 
5.1 Περιγραφή ∆εδοµένων 
 

Ο χώρος στον ο̟οίο θα ανα̟τύξουµε την εµ̟ειρική εφαρµογή του 

θεωρητικού µοντέλου ̟ου αναλύθηκε σε ̟ροηγούµενη ενότητα είναι  ο τοµέας 

̟αραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας. Πιο συγκεκριµένα θεωρώ µια ε̟ιχείρηση ̟ου 

δραστηριο̟οιείται στην αγοράς ηλεκτρικής ενέργειας των Η.Π.Α. διανέµοντας 

δυο ̟ροϊόντα 1 και 2 (έστω ̟ροϊόν 1 η ηλεκτρική ενέργεια και ̟ροϊόν 2 “Heat”)  

και εξάγει την ηλεκτρική ενέργεια  (̟ροϊόν 3)  και στο Ηνωµένο Βασίλειο(Η.Β.) . 

Τα δεδοµένα ̟ου κατέστησαν εφικτή την υλο̟οίηση της εµ̟ειρικής εφαρµογής  

̟ροήλθαν α̟ό τον Ο.Ο.Σ.Α. (Οργανισµός για την Οικονοµική Συνεργασία και 

Ανά̟τυξη) και αφορούν την ̟ερίοδο 1978-2005.                                                      

Όσον αφορά την τιµή της ηλεκτρικής ενέργειας τόσο στις Η.Π.Α. όσο και 

στο Η.Β. χρησιµο̟οιήθηκε ο δείκτης Energy End-Use Prices ̟ου ̟αρέχει σε 

ετήσια βάση (ό̟ως και οι υ̟όλοι̟οι δείκτες του Ο.Ο.Σ.Α.9 ̟ου 

χρησιµο̟οιήθηκαν) τιµές ηλεκτρικής ενέργειας (εκφρασµένες σε εθνικό νόµισµα 

για κάθε χώρα) ανά τόνο ισοδύναµου ̟ετρελαίου.  . Για το ̟ροϊόν   “Heat”   το 

ο̟οίο και διανέµεται α̟οκλειστικά στην εγχώρια αγορά υ̟οθέτουµε αυθαίρετα 

ότι οι τιµή του είναι ίση µε την τιµή της ηλεκτρικής ενέργειας στην Γερµανία, µε 

σταθερή τιµή για το 2005 ίση µε  $45,9763 =P . Ε̟ίσης για την τιµή 1P′  της 

ηλεκτρικής ενέργειας στην εναλλακτική εγχώρια αγορά D (µε αρχική τιµή 

$455.7080

1 =′P )  χρησιµο̟οιούνται δεδοµένα α̟ό την χώρα της Αυστραλίας  για 

την ̟ερίοδο 1978-2000 (α̟ό τον δείκτη ̟ου αναφέρθηκε ̟ροηγουµένως). 

Αντίστοιχα για τις ̟ρώτες ύλες Α,Β και Γ ̟ου χρησιµο̟οιεί η ε̟ιχείρηση, (ό̟ου 

Α= ̟ετρέλαιο,  Β= φυσικό αέριο και Γ= κάρβουνο)  χρησιµο̟οιήθηκε ο δείκτης  

“Heavy fuel oil, steam coal and natural gas prices for electricity generation in US 

                                                   
9 Τα  δεδοµένα είναι διαθέσιµα στην ηλεκτρονική διεύθυνση www.sourceoecd.org   
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dollars/t.o.e.” ̟ου δείχνει την ετήσια  τιµή του ̟ετρελαίου, του φυσικού αερίου 

και του άνθρακα σε δολάρια ανά τόνο ισοδύναµου ̟ετρελαίου. Α̟ό τους 

αντίστοιχους δείκτες του Ο.Ο.Σ.Α. λήφθηκαν δεδοµένα για την ίδια χρονική 

̟ερίοδο (1978-2005) και για την συναλλαγµατική ισοτιµία δολαρίου και 

βρετανικής λίρας (εκφρασµένη σε δολάριο/λίρα) µε τιµή για το 2005 (αρχική 

τιµή), δηλαδή 82.10 =E  δολάρια ανά λίρα . Οι αρχικές τιµές (δηλαδή του 2005) 

των τελικών ̟ροϊόντων και των εισροών  ̟αρουσιάζονται στον ̟ίνακα 2.  

Ε̟ίσης όσο αφορά το χωρίς κίνδυνο ε̟ιτόκιο για την ̟ερί̟τωση των Η.Π.Α. 

χρησιµο̟οιήθηκε το 1- year Constant Maturity Treasury Index R=2.86% (τιµή 

Ιανουαρίου 2005) και για την Μ. Βρετανία το  1-Year  Sterling Interbank Lending 

Rate Rf=4.85% (τιµή Ιανουαρίου 2005). 

Ακόµα , γίνεται η υ̟όθεση ότι ο ε̟ενδυτικός ορίζοντας της ε̟ιχείρηση έχει 

διάρκεια για Τ=1 χρόνο και ότι η ε̟ιχείρηση ̟αράγει στο µέγιστο των 

δυνατοτήτων της, Q =200 µονάδες συνολική ̟οσότητα ̟ροϊόντος και στις 3 

αγορές (εγχώριες και εξωτερικού) µε σταθερό κόστος λειτουργίας F.C.=120.000$ . 

Ε̟ι̟λέον η τιµή εξάσκησης του put currency ̟ου έχει στην διάθεση της η 

ε̟ιχείρηση για την εξάλειψη του συναλλαγµατικού κινδύνου ορίζεται σε 

Κ=1,911 και Κ=2,002 για την ̟ερί̟τωση ̟ου το option  είναι “Ιn the Money” 5% 

και 10% αντίστοιχα.  

            
                                                 Πίνακας 2 
 
 
 
 
 
 

 
 
Στον ̟ίνακα 3 ̟αραθέτουµε τις τιµές των ̟αραµέτρων ̟ου ̟ροέκυψαν α̟ό την 

στατιστική ε̟εξεργασία των χρονολογικών σειρών των δεικτών “Energy End-

0

1P  
647.951$ 0

AS  
293.35$ 

oP2  
530,2£ 0

BS  
330.15$ 

3P  
976,45$ 

ΓS  
35.12$ 
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Use Prices”  και “Heavy fuel oil, steam coal and natural gas prices for electricity 

generation in US dollars/t.o.e.” ̟ου αναφέρθηκαν ̟ροηγουµένως και 

χρησιµο̟οιούνται στην τιµολόγηση των options και στην διαδικασίας της 

µεγιστο̟οίησης της α̟όδοσης της εταιρείας ̟ου αναλύεται λε̟τοµερέστατα στην 

ε̟όµενη ενότητα.  

Ιδιαίτερη αναφορά αξίζει στις ̟αραµέτρους λΑ , λΒ και λΓ  ̟ου 

διαδραµατίζουν τον ειδικό ρόλο της αντιστάθµισης της ιδιαίτερα χαµηλής τιµής 

του άνθρακα        ( και αντικατο̟τρίζει την χαµηλή του ̟αραγωγικότητα) ̟ου 

καθιστούσε ασύµφορες τις υ̟όλοι̟ες και καθιστούσε εν µέρει ανούσιο το 

µοντέλο αριστο̟οίησης  αφού η ε̟ιχείρηση διάλεγε α̟οκλειστικά την 

συγκεκριµένη σταθερή εισροή. Πιο συγκεκριµένα θέτουµε τιµές  λΑ=λΒ=1 και 

λΓ=11,5. Αντίστοιχα οι ̟αράµετροι λ1, λ2 και λ3 ̟ου χρησιµο̟οιηθήκαν ̟άνω 

στις τελικές τιµές των ̟ ροϊόντων έλαβαν τις εξής τιµές λ1 =1.9 , λ2=1.4  και λ3=1.2 . 

 
                                                         Πίνακας 3 
 

 Aναµενόµενος ρυθµός 

Α̟όδοσης%  (ανά 

µονάδα χρόνου)  

Μεταβλητότητα 
(Τυ̟ική α̟όκλιση ανά 

µονάδα  χρόνου) 

Προϊόν 1  (P1) 0.2972 0.07676 
Προϊόν 2 (P2) 3.7266 0.010053 

Εισροή Α (SA) 7.4963 0.25943 

Εισροή B (SB) 8.8355 0.2223 

Συν/κή Ισοτιµία E ($/£) 0.1811 0.087985 

Ζ (τιµή ̟ροϊόντος 2 σε $) 3.93 0.14142 

Εναλλακτικό εγχώριο 

̟ροϊόν ( 1P′ ) 

3.76 0.11 
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5.2  Εµ̟ειρικά Α̟οτελέσµατα 

 Α̟οτελεί ε̟ιτακτική ανάγκη ̟ροτού ̟ροχωρήσουµε στην ̟αρουσίαση των 

εµ̟ειρικών α̟οτελεσµάτων να τονιστεί το γεγονός ότι για την εκ̟όνησή τους 

χρησιµο̟οιήθηκαν το ̟ρόγραµµα   G.A.M.S. (student version) για τις 

µεγιστο̟οιήσεις ενώ η  υλο̟οίηση των σεναρίων και η τιµολόγηση των Options 

κατέστη εφικτή µε την εφαρµογή του ̟ρογράµµατος Matlab.  

Στο κοµµάτι αυτό της εργασίας θα εξετάσουµε την α̟οτελεσµατικότητα της 

εταιρείας να διαχειρίζεται τον κίνδυνο ̟ου α̟ορρέει α̟ό την ανά̟τυξη των 

δραστηριοτήτων της στην αγορά της ηλεκτρικής ενέργειας. Συγκεκριµένα 

εστιάζουµε τόσο στην ̟ερί̟τωση ̟ου η εταιρεία χαρακτηρίζεται α̟ό ευελιξία 

στις ε̟ιχειρηµατικές της δραστηριότητες υ̟ολογίζοντας την “Expanded” αξία 

της εταιρείας η ο̟οία λαµβάνει υ̟όψη την αξία της ε̟ιχειρηµατικής ευελιξίας  

να ̟ροσαρµόζει και να αναθεωρεί τις α̟οφάσεις της ̟εριλαµβάνοντας το 

αντίστοιχο “option premium”,  όσο και στην ̟ερί̟τωση ̟ου οι ε̟ιχειρηµατικές 

δραστηριότητες της ε̟ιχείρησης είναι δεδοµένες (δηλαδή χρήση των εισροών και 

̟αραγωγή των τελικών ̟ροϊόντων σε σταθερή και δεδοµένη αναλογία) και δεν 

διαθέτει το ̟εριθώριο να τις αναθεωρήσει, ο̟ότε και η αξία της εταιρείας 

υ̟ολογίζεται µε βάση τις ̟αραδοσιακές µεθόδους α̟οτίµησης χωρίς να 

λαµβάνει υ̟όψη την αξία της ευελιξίας. 

 Ό̟ως ήδη έχει αναφερθεί σε ̟ροηγούµενα τµήµατα τις εργασίας, η 

εταιρεία είναι εκτεθειµένη σε 2 βασικές ̟ηγές κινδύνου, τον κίνδυνο της αγοράς 

̟ου ̟ηγάζει α̟ό την αβέβαιη µελλοντική διακύµανση της αγοραίας τιµής των 

̟ροϊόντων της και α̟ό το συναλλαγµατικό κίνδυνο αφού θεωρήσαµε ότι εξάγει 

̟ροϊόντα α̟ό την έδρα της, τις Η.Π.Α., ̟ρος το Ηνωµένο Βασίλειο. 

Το ̟ρόβληµα της ευέλικτης ε̟ιχείρησης συνίσταται στην ε̟ιλογή την 

χρονική ̟ερίοδο του Ιανουαρίου του 2005, ̟οιων  τελικών ̟ροϊόντων  και σε τι 

̟οσότητα θα τα ̟αράγει ό̟ως αντίστοιχα ̟οιες εισροές θα χρησιµο̟οιήσει, µε 

χρονικό ορίζοντα το ένα έτος (Τ=1), ̟ροκειµένου η µεγιστο̟οίηση του CVaR 
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µεγέθους µέτρησης του κινδύνου στις α̟οδώσεις της εταιρείας, ̟ου 

χρησιµο̟οιείται ως αντικειµενική συνάρτηση στο µοντέλο αριστο̟οίησης, έτσι 

ώστε η εταιρεία να διαρθρώσει την λειτουργία της µε τέτοιον τρό̟ο ̟ου να 

οδηγήσει στο ελάχιστο δυνατό “downside risk” . Η αβεβαιότητα των 

στοχαστικών µεταβλητών του υ̟ό εξέταση υ̟οδείγµατος αντικατο̟τρίζεται 

µέσω της δηµιουργίας 7010 εναλλακτικών σεναρίων ̟ου ορίζουν διακριτές τιµές 

α̟ό τις αντίστοιχες διµεταβλητές  λογαριθµικές κατανοµές  και α̟λές 

λογαριθµικές κατανοµές στις τυχαίες µεταβλητές . 

Στον υ̟ολογισµό της αξίας της ευέλικτης εταιρείας έχουν ληφθεί υ̟όψη τα 

αντίστοιχα “options  premium” ̟ου  αντανακλούν την αξία των στρατηγικών 

ε̟ιλογών ̟ου έχει στην διάθεση της η ε̟ιχείρηση (Real Options)και η ασύµµετρη  

φύση των ο̟οίων ε̟ιτρέ̟ει την (ακριβώς ό̟ως και στην ̟ερί̟τωση των 

χρηµατοοικονοµικών options) εξάσκηση τους µόνο στην εάν είναι ̟ρος το 

εταιρικό συµφέρον. Α̟ό τον ̟ίνακα 4 µ̟ορούµε να  ισχυριστούµε ότι η αξία  του 

Real option ̟άνω στα τελικά ̟ροϊόντα της ε̟ιχείρησης  (Output option) είναι 

αρκετά υψηλότερη α̟ό τα υ̟όλοι̟α , ̟ράγµα ̟ου δικαιολογείται α̟ό τα 

σχετικά υψηλότερα ̟εριθώρια κέρδους µεταξύ των τελικών ̟ροϊόντων. 

 

                                                        Πίνακας 4  

Real Options Τιµές ($) 

Output.Opt. 1002.92 

Input.Opt.                                                     252.9 

Loc.spread                                                      74.253 

 

 

                                                   
10

 Μεγαλύτερος αριθµός σεναρίων δεν ήταν δυνατόν να χρησιµοποιηθεί λόγω περιορισµών της Student 
version του G.A.M.S. στην επίλυση του προβλήµατος βελτιστοποίησης 
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Ε̟ίσης στην ε̟ιχείρηση ̟αρέχεται η δυνατότητα να ̟ροχωρήσει στην 

αγορά συναλλαγµατικών put options έτσι ώστε να αντισταθµίσει τον 

συναλλαγµατικό κίνδυνο α̟ό µια ενδεχόµενη ̟τώση της συναλλαγµατικής 

ισοτιµίας της βρετανικής λίρας /Αµερ. ∆ολαρίου (£/$). Η συγκεκριµένη αγορά  

εξασφαλίζει ότι δεν θα θιγούν τα οικονοµικά της συµφέροντα αφού εξασφαλίζει 

µε αυτόν τον τρό̟ο και µε σχετικά µικρό κόστος (το κόστoς αγοράς των currency 

options ), ότι θα ανταλλάξει την ̟οσότητα του ξένου νοµίσµατος ̟ου ̟ροήλθε 

στη διάθεση της α̟ό την ̟ώληση του ̟ροϊόντος της στο εξωτερικό µε ευνοϊκούς 

όρους. Στον ̟ίνακα 5 ̟αρατίθενται οι τιµές των Put options ̟άνω στην 

συναλλαγµατική ισοτιµία ό̟ου ̟αρατηρείται ότι όσο ̟ιο “In the Money” τόσο 

µεγαλύτερη και η τιµή το ό̟ως ήταν και α̟όλυτα αναµενόµενο. 

Ως µέγεθος µέτρησης του κινδύνου χρησιµο̟οιείται ό̟ως  ̟ροαναφέρθηκε 

το CVaR των α̟οδόσεων της εταιρείας µε 95% διάστηµα εµ̟ιστοσύνης και 

χρησιµο̟οιώντας ως κατώτερο όριο α̟όδοσης µ=2%.                          

                                                     

                                                      Πίνακας 5 

Τύ̟ος Currency Put Option Τιµές ($) 

In the Money 10% 0.2188 

In the Money 5% 0.143 

At the Money 0.0802 

Out of the Money 5% 0.0369 

Out of the money 10% 0.0128 

 

      Στον ̟ίνακα 6 ̟αρουσιάζονται τα  α̟οτελέσµατα της µεγιστο̟οίησης 

του µοντέλου ̟ου εξετάζουµε για 2 ̟ερι̟τώσεις ό̟ου το currency option είναι 

“In the Money”  5% και 10% αντίστοιχα. Το γεγονός ότι ο σταθµικός συντελεστής 

Β (ΧΒ) είναι ίσος µε µηδέν δικαιολογείται εν µέρει λόγω του υψηλού συντελεστή 

συσχέτισης (ρΑ,Β=0.79) µεταξύ των 2 εισροών Α και Β (̟ετρέλαιο και φυσικό 
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αέριο), ̟ου δεν διευκολύνει την αντιστάθµιση του κινδύνου µέσω αγοράς 

̟οσοστού και α̟ό τις 2 ̟ρώτες ύλες. Ε̟ίσης το χαµηλό ̟οσοστό της εισροής 

σταθερού κόστους  Γ (άνθρακας) ̟αρόλο την ιδιαίτερα χαµηλή αρχική τιµή δεν 

̟ρέ̟ει να εκ̟λήσσει διότι αντισταθµίστηκε η χαµηλή α̟όδοση του άνθρακα 

στην ̟αραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας (για αυτό και η τόσο χαµηλή τιµή) µε την 

εισαγωγή της ̟αραµέτρου λΓ ανεβάζοντας κατά ̟ολύ το κόστος α̟όκτησης της 

̟ρώτης ύλης α̟ό την εταιρεία. 

Όσον αφορά τα currency options, η εταιρεία ̟ροχωρεί και στις 2 

̟ερι̟τώσεις στην αγορά σηµαντικού αριθµού , µε α̟οκλειστικό σκο̟ό την 

α̟αλοιφή του συναλλαγµατικού κινδύνου (αφού το µοντέλο µας α̟αγορεύει 

την αγορά για κερδοσκο̟ικούς λόγους) σε αντιδιαστολή µε τι ̟ερι̟τώσεις  “At 

the Money” και “Out of  the Money” 5% και !0% ό̟ου η αντίστοιχη µεταβλητή 

(NumCurOpt) είναι ίση µε το µηδέν ̟ου υ̟οδηλώνει ότι το “payoff” του 

currency option δεν είναι αρκετά µεγάλο ̟ροκειµένου να δικαιολογήσει την τιµή 

του. Αξίζει τέλος να αναφερθεί ότι σε α̟όλυτη αρµονία µε την θεωρία η τιµή του 

CVaR  α̟οτελεί το κατώτατα όριο του VaR. 

                                        

                                                        Πίνακας 6 

Μεταβλητές ITM 10% ITM 5% 

ΧΑ 1 0.776 

ΧΒ 0 0 

ΧΓ 0 0.224 

W1 0.647 0.502 

W2 0.2 0.155 

W3 0.153 0.343 

NumCurOpt 15960.636 12.378.213 

VaR -0.368 -0.351 

CVaR -0.422 -0.435 
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Στα  ∆ιαγράµµατα  1 και 2 ̟αρατηρούµε και συγκρίνουµε την κατανοµή 

̟ιθανότητας των α̟οδόσεων της “ευέλικτης” εταιρείας (για τις ̟ερι̟τώσεις ̟ου 

το currency option είναι 10% και 5% “In the Money”  αντίστοιχα) και της 

αντίστοιχης κατανοµής της µη ευέλικτης εταιρείας ̟ου ̟ροκύ̟τει µέσω της 

α̟λής χρήσης σεναρίων για στοχαστικές τιµές.        

 

                 ∆ιάγραµµα 1-10% In the Money Currency Option 

 

 

Και στις 2 ̟ερι̟τώσεις τα συµ̟εράσµατα ̟ου είµαστε σε θέση να εξάγουµε είναι 

̟ερί̟ου τα ίδια : Μείωση του “downside risk” της εταιρείας  ̟ου ̟αρατηρείται 

α̟ό την αριστερή “ουρά” των ̟αρατηρήσεων κατανοµής των α̟οδόσεων και 

για τις 2 ̟ερι̟τώσεις ευελιξίας ̟ου εξετάζουµε σε σχέση µε την ̟ερί̟τωση χωρίς 

ευελιξίας. 

   Η ̟αρουσία τόσο των Currency options όσο και των Real options µε την 

̟ροστασία  την ο̟οία ̟αρέχουν  χάρις στην ασύµµετρη φύση τους ̟αίζουν 

ουσιώδες pόλο στην µείωση του κινδύνου των  “downside losses”   ̟ου 

ενδεχοµένως σχετίζονται µε ακραία σύµβαντα ̟ου µ̟ορούν να οδηγήσουν σε 



 60

µεγάλες οικονοµικές ζηµιές την εταιρεία. Ε̟ίσης η ̟αρουσία των 2 αυτών 

διαφορετικών ειδών option αυξάνει  τα  ̟εριθώρια κέρδους ̟ρος τα ̟άνω και 

κυρίως η ύ̟αρξη των Real Options, οδηγώντας την κατανοµή των α̟οδόσεων να 

είναι skewed ̟ρος τα δεξιά σε σχέση µε την εναλλακτική ̟ερί̟τωση κάτι ̟ου 

είναι σαφώς ̟ιο έκδηλο στην ̟ρώτη ̟ ερί̟τωση.      

 

                        ∆ιάγραµµα 2- 5% In the Money Currency Option 

    

 

Dynamic Test 

Μέχρις στιγµής εξετάσαµε την συµ̟εριφορά στις α̟οδόσεις τις ε̟ιχείρησης 

χρησιµο̟οιώντας στατικά τεστ, δηλαδή εξετάσαµε την µεγιστο̟οίηση του CVaR 

στις α̟οδόσεις της ε̟ιχείρησης σε ένα συγκεκριµένο χρονικό σηµείο και µε µια 

σειρά διακριτών σεναρίων για κάθε στοχαστική µεταβλητή. Θα ε̟εκτείνουµε την 

µελέτη µας, εφαρµόζοντας ένα “δυναµικό” τεστ µε την βοήθεια της µεθόδου 

“Backtesting”.  Πιο συγκεκριµένα, για την ̟ερί̟τωση ̟ου η ε̟ιχείρηση 

χαρακτηρίζεται α̟ό ε̟ιχειρησιακή ευελιξία εφαρµόζουµε το µοντέλο σε ετήσια 

βάση α̟ό την χρονική ̟ ερίοδο 1/1/2000 έως 1/1/2005.  
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Θεωρώντας λοι̟όν ως αρχική ̟ερίοδο (t=0) 1 Ιανουαρίου του 2000, 

̟ροχωράµε στην υλο̟οίηση του µοντέλου µας, µε την δηµιουργία νέων 

σεναρίων και την υιοθέτηση των ̟αρατηρούµενων ιστορικών τιµών για το έτος 

2000 των ντετερµινιστικών ̟οσοτήτων , ̟ου ̟ηγάζουν α̟ό το “̟εριορισµένο” 

τώρα δείγµα µας (1978-2000). Σε αντίθεση µε την ̟ροηγούµενη ενότητα η αξία 

της ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας δεν αντικατο̟τρίζεται α̟ό την τιµή των Real 

Options αλλά έχει ενσωµατωθεί στο µοντέλο11 και εκφράζεται στην ικανότητα 

της  ε̟ιχείρησης στο τέλος κάθε ̟εριόδου να ε̟ιλέγει την ̟οσότητα ̟ου θα 

̟αράγει α̟ό κάθε ̟ροϊόν, την ̟οσότητα ̟ου θα χρησιµο̟οιήσει α̟ό κάθε ̟ρώτη 

ύλη και των αριθµό των currency options ̟ου θα αγοράσει ανάλογα µε τις 

εκροές της αντίστοιχης µεγιστο̟οίησης. Σε αυτό το σηµείο οφείλουµε να 

τονίσουµε το γεγονός, ότι το στατιστικό ε̟ί̟εδο εµ̟ιστοσύνης, η συνολική 

̟αραγόµενη ̟οσότητα ̟ροϊόντος ,το σταθερό κόστος (F.C.) και η ελάχιστη 

αναµενόµενη α̟όδοση της εταιρείας (µ)  ̟αραµένουν σταθερά καθόλη την 

διάρκεια της ̟ροσοµοίωσης και στα ε̟ί̟εδα του γενικού µοντέλου.  

Προχωρώντας ένα χρόνο µ̟ροστά, χρησιµο̟οιούµε τις εκροές του 

µοντέλου, δηλαδή τους συντελεστές  στάθµισης των εισροών  και των τελικών 

̟ροϊόντων ό̟ως ε̟ίσης και του αριθµού των  currency options και µε την 

βοήθεια των ιστορικά ̟αρατηρούµενων τιµών(για το έτος 2001) για τις 

̟ροηγουµένως στοχαστικές τιµές του υ̟οδείγµατος (συναλλαγµατική ισοτιµία, 

τελικές τιµές ̟ροϊόντων και κόστος ̟ρώτων υλών)  υ̟ολογίζουµε την τελική αξία 

της ε̟ιχείρησης ̟ου είναι µε την σειρά της είναι α̟αραίτητη για τον υ̟ολογισµό 

των γεωµετρικών α̟οδόσεων. Παραλείψαµε να αναφέρουµε, ότι η αρχική αξία 

της εταιρείας (δηλαδή η αξία της εταιρείας στην αρχή του 2000) υ̟ολογίζεται µε 

τον ίδιο ακριβώς τρό̟ο µε το αρχικό µας µοντέλο(̟αράγοντας τα τρία ̟ροϊόντα 

και αγοράζοντας τις ̟ρώτες ίλες στην ίδια αναλογία) χρησιµο̟οιώντας όµως για 

                                                   
11

 Εξαιρείται τo Real Option Loc.Spread η ενσωµάτωση του οποίου θα αύξανε τον βαθµό δυσκολίας 
σηµαντικά χωρίς να προσφέρει στα ποιοτικά και ποσοτικά συµπεράσµατα.  
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τις ̟αραµέτρους τις ̟αρατηρούµενες  τιµές για το 2000 και όχι για το 2005 (το 

ίδιο ακριβώς ισχύει για την ̟ερί̟τωση ̟ου η εταιρεία δεν χαρακτηρίζεται α̟ό 

ε̟ιχειρησιακή ευελιξία ̟ου θα εξετάσουµε αµέσως ̟αρακάτω). Η ίδια 

διαδικασία ε̟αναλαµβάνεται την 1/1/2001 (θεωρώντας ως αρχική αξία της 

εταιρείας την τελική αξία της εταιρείας ̟ου υ̟ολογίσαµε ̟ροηγουµένως) και 

αντίστοιχα τις άλλες χρονιές ώσ̟ου να φτάσουµε στο “τέλος” του δείγµατος την 

χρονική ̟ερίοδο 1/1/2005 ‘έχοντας υλο̟οιήσει τον υ̟ολογισµό των 

γεωµετρικών α̟οδόσεων της ε̟ιχείρησης για κάθε χρονιά. 

Αντίθετα για την ̟ερί̟τωση ̟ου η ε̟ιχείρηση δεν διακρίνεται α̟ό ευελιξία 

(̟αράγει τα τρία ̟ροϊόντα και χρησιµο̟οιεί τις ̟ρώτες ύλες στην ιδία αναλογία)  

τα ̟ράγµατα είναι αρκετά ̟ιο εύκολα. Ξεκινώντας ̟άλι α̟ό την χρονική 

̟ερίοδο 1/1/2000 χρησιµο̟οιούµε τα ̟αρατηρούµενα ιστορικά δεδοµένα (για 

το έτος 2001) για το κόστος των ̟ρώτων υλών, την τιµή των τελικών ̟ροϊόντων 

και την συναλλαγµατική ισοτιµία  ̟ροκειµένου να υ̟ολογιστεί η τελική αξία της 

ε̟ιχείρησης και µέσω αυτής η γεωµετρική α̟όδοση για το έτος 2000. 

Ακολουθώντας  αντίστοιχη διαδικασία και για τις ε̟όµενες χρονιές (ό̟ου η 

τελική αξία της εταιρείας α̟οτελεί και την αρχική αξία για το ε̟όµενο έτος) έως 

την χρονική στιγµή 1/1/2005 υ̟ολογίζουµε τις γεωµετρικές α̟οδόσεις της 

εταιρείας στην ̟ερί̟τωση ̟ου δεν χαρακτηρίζεται α̟ό ε̟ιχειρησιακή ευελιξία. 

Στο διάγραµµα 3 ̟αρουσιάζονται οι γεωµετρικές α̟οδόσεις για τις 2 

̟ερι̟τώσεις. Παρατηρούµε ότι την ανωτερότητα των α̟οδόσεων για την 

̟ερί̟τωση της ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας αφού οι αντίστοιχες γεωµετρικές 

α̟οδόσεις είναι διαχρονικά υψηλότερες (̟αρά την εντυ̟ωσιακή άνοδο ̟ου 

̟αρατηρείται στις οι α̟οδόσεις για την ̟ερί̟τωση της µη ευελιξίας α̟ό την 

1/12002 και µετέ̟ειτα)  και χαρακτηρίζονται α̟ό εξαιρετικά µικρότερη 

διακύµανση.  
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                                                     ∆ιάγραµµα 3 
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Πιο συγκεκριµένα ένα χρόνο ̟ριν την αρχή της ̟ροσοµοίωσης    (το έτος 

1999) η εταιρία ξεκινάει µε την ίδια αρχική αξία και στις δυο ̟ερι̟τώσεις ο̟ότε 

και οι δυο α̟οδόσεις είναι ίσες µε την µονάδα.  Γρήγορα όµως   ̟αρατηρείται 

µια ̟ολύ µεγάλη διαφορά στις α̟οδόσεις, ̟ου εν µέρει δικαιολογείται α̟ό το 

υψηλό λειτουργικό κόστος (O.C.) µε το ο̟οίο ε̟ιβαρύνεται η ε̟ιχείρηση και στις 

2 ̟ερι̟τώσεις το ο̟οίο σε συνδυασµό µε την χαµηλή συγκριτικά αρχική αξία της 

εταιρείας οδηγεί στις ̟ολύ υψηλή ε̟ίδοση στην ̟ερί̟τωση της ευέλικτης 

εταιρείας αφού η τελική αξία της το 2000 υ̟ερτερεί σηµαντικά της αξίας της µη 

ευέλικτης εταιρείας (έχοντας ̟άντα υ̟όψη ότι η αρχική αξία της εταιρείας για το 

έτος 2000 είναι κοινή και για τις 2 ̟ερι̟τώσεις). Α̟ό τις  εκροές του µοντέλου  

̟αρατηρούµε ότι για τα έτη 2000, 2001, 2002 και 2003 η ευέλικτη ε̟ιχείρηση 

ε̟ιλέγει και ̟αράγει α̟οκλειστικά το αγαθό 1 (δηλαδή W1=1 και για τα τέσσερα 

έτη)  ενώ για τα τελευταία έτος η ε̟ιχείρηση ̟αράγει ένα συνδυασµό α̟ό τα 

̟ροϊόντα 1 και 3 ( µε W1=0.784 και W2=0.216)  διατηρώντας την ιδιαίτερη 

βαρύτητα  για το αγαθό 1 ̟ου σε ένα βαθµό δικαιολογείται α̟ό τον υψηλό 
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συντελεστή λ1  ̟ου έχουµε υ̟οθέσει. Πρέ̟ει να τονίσουµε ότι η εταιρεία σε καµία 

α̟ό τις χρονικές ̟εριόδους η εταιρεία δεν ̟ροχωράει στην εξαγωγή του 

̟ροϊόντος της στην Μ.Β. (W2=0) και ε̟οµένως δεν υ̟άρχει λόγος για την αγορά 

currency options για την εξάλειψη του συναλλαγµατικού κινδύνου ̟ου 

δικαιολογείται α̟ό τις χαµηλές και φθίνουσες τιµές της  τιµές της 

συναλλαγµατικής ισοτιµίας.    

Όσον αφορά τις ̟ρώτες ύλες  η ε̟ιχείρηση ̟αρουσιάζει µεγαλύτερη 

ευελιξία. Το έτος 2000 η ε̟ιχείρηση χρησιµο̟οιεί ̟οσότητα ̟ρώτων υλών τόσο 

α̟ό το ̟ετρέλαιο (ΧΑ=0.338) όσο και α̟ό το φυσικό αέριο (ΧΒ=0.662). Τον 

ε̟όµενο χρόνο (2001) η ε̟ιχείρηση χρησιµο̟οιεί α̟οκλειστικά (ΧΑ=1) την 

εισροή  Α (̟ετρέλαιο) ενώ το 2003 στρέφεται α̟οκλειστικά στην χρήση του 

φυσικού αερίου (ΧΒ=1). Τις τελευταίες 2 ̟εριόδους η ε̟ιχείρηση χρησιµο̟οιεί 

ένα συνδυασµό των 2 εισροών (ΧΑ=0.131 ,ΧΒ=0.869 για το έτος 2003 και ΧΑ=0.665, 

ΧΒ=0.335 για το 2004). Η εµφανής α̟ουσία του σταθερού κόστους  της ̟ρώτης 

ύλης Γ (άνθρακας) εξηγείται λόγου του υψηλού συντελεστή λΓ  σε συνδυασµό µε 

τις χαµηλές τιµές των 2 άλλων εισροών.     
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Κεφάλαιο 6: Συµ̟εράσµατα 
 

Στην συγκεκριµένη εργασία, σκο̟ός µας ήταν η ανά̟τυξη ενός θεωρητικού 

µοντέλου ̟ου αντικατο̟τρίζει την “Expanded” αξία µιας εταιρείας ̟ου 

ενεργο̟οιείται στην αγορά της ηλεκτρικής ενέργειας ̟ου χαρακτηρίζεται α̟ό 

ευελιξία και τα ̟λεονεκτήµατα ̟ου ̟αρέχει σε όρους α̟όδοσης και κινδύνου. Η 

αξία της ευελιξίας αντανακλάται στην ̟ροσθήκη των Real Options (̟ου 

αντικατο̟τρίζουν την αξία της ε̟ιχειρησιακής ευελιξίας ̟ου έχει στην διάθεση 

της η εταιρεία) και των Currency Options και την ̟ροστασία ̟ου ̟αρέχουν 

έναντι του κινδύνου ̟ου ̟ηγάζει α̟ό την αβεβαιότητα της  αγοράς και της 

συναλλαγµατικής  ισοτιµίας.  

Το θεωρητικό στοχαστικό µοντέλο αριστο̟οίησης µετατρέ̟εται σε 

ντετερµινιστικό µε την εφαρµογή των σεναρίων (υ̟οθέτοντας ότι οι στοχαστικές 

µεταβλητές του υ̟οδείγµατος ακολουθούν G.B.M. στοχαστική διαδικασία) και 

χρησιµο̟οιεί ως αντικειµενική συνάρτηση το CVaR µέτρο του κινδύνου στις 

α̟οδόσεις της εταιρείας. Τα εµ̟ειρικά α̟οτελέσµατα ̟ροϊόν της σύγκρισης της 

εταιρείας στις ̟ερι̟τώσεις ̟ου αυτή διακατέχεται και µη α̟ό  ε̟ιχειρησιακή 

ευελιξία, τόσο µε στατικά όσο και δυναµικά τεστ, α̟οδεικνύουν την σηµασία της 

αντιστάθµισης του συναλλαγµατικού κινδύνου και το κινδύνου της αγοράς µέσω 

της χρήσης των options. Η ευέλικτη ε̟ιχείρηση ̟αρουσιάζει µειωµένο 

“downside risk” και µεγαλύτερα “upside potentials” (µέσω της εισαγωγής ενός 

“positive skewness” στις α̟οδόσεις της εταιρείας)  και τέλος µέσω του “dynamic 

test” ̟αρατηρείται ότι διαχρονικά οι γεωµετρικές α̟οδόσεις στην ̟ερί̟τωση της 

ευελιξίας είναι υψηλότερες και χαρακτηρίζονται α̟ό µικρότερη διακύµανση. 

Καταλήγοντας οφείλουµε να τονίσουµε ότι αν και το µοντέλο µας ̟αράγει 

α̟οτελέσµατα ̟ου συνάδουν µε την οικονοµική θεωρία, η ̟οιότητα τους 

̟εριορίζεται σε µεγάλο βαθµό α̟ό τον χαµηλό αριθµό σεναρίων (70) ̟ου 

οφείλεται στο γεγονός της χρησιµο̟οίησης του “Student Version” του 
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̟ρογράµµατος G.A.M.S. . Με την χρήση του ολοκληρωµένου ̟ρογράµµατος 

είναι ̟ολύ ̟ιθανό να ληφθούν ̟ιο ακριβή α̟οτελέσµατα ̟ου αντανακλούν 

καλύτερα την υ̟οβόσκουσα οικονοµική θεωρία.  
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